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FRANCESCO SPERANZA
PUNTI DI VISTA DIVERSI NELLA COSTRUZIONE D'UNA TEORIA

"Professore, lei mi vuol far ragionare! Mi chieda invece qualche teorema!”
(uno studente di matematica)

La battuta dello studente (ma non era una battuta!) & indicativa della distanza
che separa gli ideali dei matematici dalla presa che essi possono avere sugli
"utenti" della matematica (e, dopotutto, quello era uno studente universitario, un
aspirante a entrare nella nostra 'confraternita’!) Da pilt di duemila anni noi
proclamiamo un ideale di rigore, che i nostri allievi recepiscono pilt 0 meno come
una serie di prove iniziatiche, superate le quali si troveranno dall'altra parte
della barricata, per proporre ad altri allievi un riflesso di quegli ideali.

Questo circolo vizioso si pud, anzi si deve rompere a tutti i livelli (universitario
e secondario, ma se occorre anche elementare), problematizzando invece la
costruzione d'una teoria, della quale la dimostrazione & certo un momento
importante, ma non I'unico. Problematizzare vuol dire anche esaminare che cosa
e effettivamente avvenuto quando ci si & messi a costruire la teoria, quindi anche
tener presente la dimensione storica.

Qualche cenno storico

L'ideale che ancor oggi domina la concezione della matematica risale ai Greci.
Forse & connesso con la “crisi degli irrazionali’, vale a dire con la ‘scoperta” di
Pitagora (o della sua scuola) che esistono coppie di grandezze che non hanno
rapporto razionale (VI o V secolo a.C.). Per I'importanza che questa 'scoperta’
ebbe nella storia del pensiero scientifico, ne daremo qualche cenno.

Espressioni approssimate di tali rapporti erano note da pit1 di mille anni, ai
Babilonesi e agli Egiziani: i primi avevano anzi efficienti sistemi di
rappresentazione dei numeri e di calcolo. Ma dietro la problematica greca c'g
l'idea di arrivare a conoscere i rapporti fra grandezze con infinita precisione, al
di la delle necessita di qualsiasi concreta applicazione: I'ideale della "vera
conoscenza' ottenuta mediante la ragione, di cui parla Parmenide.
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Risposta diretta alla "crisi degli irrazionali" & la teoria delle proporzioni
elaborata da Eudosso (408?-353?), recepita da Euclide nel V libro degli Elementi.
La teoria suscita ancor oggi ammirazione per il suo alto grado di astrazione e per
il rigore logico. Poiché la scoperta pitagorica imponeva di evitare di parlare del
rapporto di due grandezze omogenee, si definisce la relazione quaternaria

"a,b,¢,d sono in proporzione”
che intuitivamente possiamo interpretare come "il rapporto delle prime due &
uguale al rapporto delle ultime due” (un caso linguisticamente pil semplice
presentatosi a cavallo fra Ottocento e Novecento: ci sono difficolta logiche a
definire il numero cardinale d'un insieme A; si introduce allora la relazione di
equipotenza, e si dice che 'A e B hanno lo stesso numero cardinale quando e solo
quando sono equipotenti’). Pili precisamente si dice che a, b, ¢, d sono in
proporzione quando per ogni coppia m,n di numeri naturali
(1) ma>nb, md:nb,ma<nb

implicano rispettivamente
me > nd, me = nd, me >nd.

Da quando nell’Ottocento si sono introdotti i numeri reali, il rapporto fra le
grandezze a e b si pud esprimere come quel numero reale definito dalla sezione nel
campo razionale che nella prima classe comprende tutti e soli i numeri m/n per i
quali la prima delle (1) & verificata: in questo modo, si pud parlare di
‘proporzione come uguaglianza di rapporti’.

Dopo un periodo di ricerca della sistemazione della teoria (del quale purtroppo
abbiamo solo degli indizi), Aristotele, verso la meta del IV secolo a. C., fissa i
canoni ai quali deve conformarsi una ‘scienza dimostrativa’: essa “si deve
costruire sulla base di premesse vere, prime, immediate, piti note della
conclusione, anteriori a essa, e che siano cause di essa” (Analitici secondi ): di qui
I'esigenza che gli assiomi siano ben certi ed evidentil . Per un platonista, assiomi
e teoremi debbono rispecchiare la realtd del mondo delle idee.

3

1 Anche oggi, nel parlare comune, si usa dire * assiomatico’ con il significato di
‘assolutamente sicuro, indubitabile’. T principi aristotelici suggeriscono anche che vi sia un

ordine naturale delle conoscenze, nel senso che alcune debbono necessariamente precedere le
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Il campo in cui si sviluppd in modo prevalente una trattazione assiomatica fu la
geometria: probabilmente per ragioni storiche, poiché essa fu la prima a
raggiungere lo status di scienza dimostrativa; fu comunque un caso fortunato,
perché in tal modo la battaglia si svolse su un campo ‘strategico’, al confine fra
matematica e fisica.Gli Elemexnti di Euclide non furono, quasi certamente, il
primo trattato, ma certo furono il pia influente. Riportiamo qui i postulati
specifici della geometria.

Si chiede:

1. che da ogni punto si possa tracciare una retta a ogni altro plmto.z

2. E che ogni retta terminata si possa prolungare continuamente, per diritto.

3. E che con ogni centro e ogmi raggio si possa tracciare una circonferenza.>

4. E che tutti gli angoli reiti somo uguali.

it

5. E che se una retta che me incomira alire due forma con queste, da una stessa

parte, due angoli intermi la cui somma & minore di due retti, le due rette,
prolungate all'infinito, sincontramo, dalla parte in cui stanno i due angoli minori
di due retti.

Seguono alcune ‘nozioni comuni’, che riguardano non specificamente la
geometria, ma ogni scienza quantitativa, per esempio ‘Il tutto & maggiore della
parte’, ‘Somme di cose uguali somo uguali”.

Fin dall’antichita, il postulato 5 cred dei problemi: si cercd di dimostrarlo o
almeno di sostituirlo con una versione eguivalente (nel senso che dalla nuova

altre (idee abbandonate dalla scienza di oggi, ma che si annidano nel modo di pensare di
molti).

2 Salvo indicazione esplicita in contrario, nel testo euclideo ‘retta’ sta per ‘retia terminata’,
¢iog per ‘segmento’: i greci si rifiutavano di prendere in considerazione I'infinito attuale, ¢
invece prevedevano la possibilit2 di prolungare un segmento (postulato 2). Del resto, il
concetto di ‘segmento’ & pii semplice. sia psicologicamente che empiricamente, di quello
di ‘retta’.

3 E’ stato osservato che i primi tre postulati affermano la costruibilitd di certe figure

geometriche, e quindi fanno pensare a una “geometria dei problemi’ (alirettanto si puo dire

delle prime tre proposizioni).
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versione e dai rimanenti postulati si potesse dedurre il postulato 5, e viceversa),
ma ‘evidente’. Per esempio, si pud usare la versione pilt nota

5'. Dati una retta e un punto fuori della retia, per questo passa una sola
parallela alla retta data.

Vi fu anche chi pensd di aver risolto la questione, cambiando la definizione di
rette parallele: invece di ‘rette complanari senza punti comuni’ (come dice
Euclide), intendere ‘rette equidistanti’; allora (l'esistenza e) l'unicita della
parallela sarebbe immediata. Ma Saccheri, autore del pilt accurato studio sulla
questione fra quelli che precedettero Gauss, fece notare che in questa definizione
si da per implicito che il luogo dei punti equidistanti da una retta & una retta:
affermazione che a sua volta va provata, e che & equivalente al postulato 5.
Perd, a sua volta, convinto che il postulato fosse “vero’, per far cadere una delle
ipotesi contrarie non trovd di meglio che dichiarare che una sua conseguenza
‘ripugnava alla natura della retta’.

Kant si pose il problema della validitd della scienza (della matematica e
della fisica): come si pud essere sicuri che essa dica cose vere? Egli escogitd I'idea
che si trattasse di ‘giudizi sintetici a priori”: ‘sintetici” perché non sono veri
semplicemente per la loro forma {come sarebbe nel caso di ‘Socrate & bianco o non &
bianco’); perd anche non ‘a posteriori’, cioé non tratti dall’esperienza, ma
piuttosto essi stessi principi con i quali la nostra mente interpreta 1’esperienza.
Non sarebbe quindi possibile pensare in termini diversi dalla geometria euclidea
e dalla fisica newtoniana.

Verso il 1799 Gauss trovd questo risultato: bastava ammettere che, data un’area
arbitrariamente grande, esistesse un triangolo con quell’area, per concludere la
validita della geometria euclidea. Scriveva all’amico Farkas Bolyai:

“ Molti I'avrebbero certamente assunto come Assioma; ma io no!”

I “molti’ sarebbero stati contenti di aver trovato una formulazione ‘evidente’;
invece Gauss era ancora alla ricerca d’una dimostrazione. Nel 1817 era pero
arrivato a convincersi che

“ ... la necessita della nostra geometria non pud essere provata, almeno non
dalla, e non per la, nostra ragione UMANA. Pud darsi che in un’altra vita noi
raggiungeremo delle intuizioni sull’essenza dello spazio che sono ora oltre i
nostri limiti. Fino ad allora noi dovremmo porre la geometria non assieme
all’aritmetica, che & puramente a priori, ma, diciamo, con la meccanica.”
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La geometria sperimentale

La vicenda del postulato delle parzliele ha dunque costretto i matematici (e i
filosofi) ad abbandonare il sogno, durato da Platone a Kant, di poter conoscere le
proprieta dello spazio solo grazie zll'uso della ragione: se vogliamo che la
geometria ci dia informazioni sullo spazio in cui viviamo, deve essere trattata
come una scienza sperimentzle, come ‘il primo capitolo della fisica” (I'idea di
Enriques & stata ripresa nel titolo del primo tema dei programmi della scuola
media). Dice Enriques:

“L'esattezza della Geomeiriz £ solo un'ipotesi, in ogni momento del progresso
scientifico verificata fino 2 wn cerio punto dalle esperienze fatte, Ia quale
anticipa il risultato di alire esperienze possibili” (Enriques 1906).

Se pensiamo di sottoporre 2 controllo sperimentale le affermazioni 5 o 5, si
hanno perd difficolta di primcipio. Sizno a. b le due rette terminate (solo di
segmenti possiamo avere esperienza diretta) che, intersecate da una terza,
formano da una parte due angoli I= cui somma & minore d’un angolo piatto; pud
darsi che esse non s’incomirino, e che quindi dobbiamo rivolgerci ai loro
prolungamenti: tracciati due =2li prolungamenti, anche questi non s’incontrano; e
allora? Non possiamo perd meppure dire che l'intersezione non ¢’@: questa
potrebbe avvenire con i millesims prolungamenti. Ancor peggio vanno le cose con
5": se non vedo l'intersezione &i due rette, per poter dire che sono veramente
parallele dovrei considerarle mella loro totalita, il che @& fisicamente
impossibile.

Per fortuna vi sono molte conseguenze del postulato che sono esenti da queste
forche caudine. Per esempio, il teorema ‘la somma degli angoli d’un triangolo
equivale a un angolo piatto” vale nella geometria euclidea ma non in quella non
euclidea; basta quindi sottoporre guesta proprieta a controllo sperimentale. Forse
Gauss aveva in mente questo guando misurd gli angoli d’un triangolo i cui lati sono
di alcune decine di kilometri (stava comunque compiendo una rilevazione
topografica del territorio della Germania centrale); Lobacevskij propose delle
considerazioni indirette per wvalutare gli angoli formati dalla Terra in due punti
opposti della sua orbita e da una stella non molto lontana. Tuttavia, come tutte le
misure, anche quelle degli angoli sono soggette a errori di misurazione; anche se &
vera la geometria euclidea. non o si pud aspettare di trovare proprio 180°. Se gli
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errori di misurazione, sommati, potessero arrivare fino a un grado, un risultato
inferiore a 179° ci direbbe che la geometria euclidea & falsa; un risultato che
differisce da 180° per meno d’un grado ci lascerebbe nel dubbio: ed & proprio
quest’ultima eventualita che si verifica (osservate che se & vera la geometria non
cuclidea si pu0 sperare, con l'affinarsi degli strumenti di misurazione, di far
cadere l'ipotesi euclidea; mentre questa non potra mai essere confortata con
sicurezza dall’esperienza, perché non si potra mai essere assolutamente sicuri del
risultato dell’osservazione).

Ma c¢’¢ di pin. Per lungo tempo s’¢ pensato che solo il postulato 5 fosse
dubitabile, che gli altri fossero invece ‘garantiti’. In effetti ci si accorse che
c’erano intanto dei postulati non enunciati esplicitamente da Euclide, e che
comunque nessuno aveva quel carattere di assolutezza che si pretendeva.
Controllare sperimentalmente un teorema significa dunque mettere alla prova
non un singolo postulato, ma tutto il sistema degli assiomi su cui quel teorema si
regge:

Come si vede, alla geometria stiamo applicando criteri epistemologici propri
delle scienze sperimentali: anzi, sulla geometria possiamo impostare un'analisi
epistemologica esemplare. L’empirismo ha fatto il suo ingresso nella
matematica. Ma quale tipo di empirismo?

Molti matematici e filosofi tradizionalisti erano (e forse ancora sono) abituati
a contrapporre razionalismo ed empirismo, cioé ragionamento e osservazione.
Certamente ¢’ un abisso tra Parmenide che in nome della pura ragione afferma
che il cambiamento, la varieta sono illusori, e Sesto Empirico che in nome della
percezione sensoriale afferma che gli enti matematici non esistono. Tuttavia, la
storia della scienza, da Galileo in poi, insegna che si debbono contemperare le
esigenze della ragione e dell’esperienza: questa non & pura osservazione, ma
viene condotta consapevolmente sulla base di ipotesi inquadrate in una teoria
(torneremo su questo punto).

C’e un altro aspetto importante della ‘fase sperimentale della matematica’. Lo
stile euclideo della presentazione d'una teoria, ancor oggi largamente seguito nei
libri, & basato su enunciati seguiti da dimostrazioni (molti non concepiscono
neppure che potrebbe esservi un altro “stile’). Esso tace perd su come si arriva a
‘immaginare’ gli enunciati. All'inizio dell’etd moderna i matematici greci furono
accusati di nascondere il ‘metodo della scoperta’ (all’inizio del nostro secolo fu
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ritrovata una lettera di Archimede in cui, privatamente, spiegava come era
arrivato a stabilire, per mezzo di considerazioni fisiche, un risultato di
geometria, del quale aveva poi dato una dimostrazione rigorosa).
L'insegnamento della matematica, anche se modernizzato in quanto a contenuti
e a standard di rigore, continua tradizionalmente a ignorare questi problemi,
puntando sempre l'attenzione sulla dimostrazione. Eppure, i matematici, nella
loro ricerca, non operano di regola secondo lo stile euclideo; i teoremi non nascono
bell’e fatti nella loro mente; essi considerano casi particolari, nei quali si pud
intuire il risultato, e poi cercano di generalizzarlo, congefturando proprieta
generali; mettono poi alla prova queste su altri casi particolari; se anche in
questi la proprieta funziona, cercano allora di trovare la dimostrazione della
proprieta; questo spesso comporta che si precisino le condizioni sotto le quali la
dimostrazione & valida. Tutto questo ¢ bene sia riprodotto anche nella pratica
didattica; anzi, & auspicabile che gualche congettura sia nel seguito falsificata,
per non dare 'impressione che tutto torni sempre. Suggerirei anzi all'insegnante
di fare qualche congettura siffatia; e non sara male se in un dato anno, in un dato
ciclo scolastico, qualche congettura restera tale (ce ne sono in sospeso anche nella
ricerca matematica).
Osserviamo, per esempio, la successionedei numeri primi
23,5,7,11 13 17RO NI =~
si possono fare queste congetture sulla differenza di due numeri consecutivi:
a) escluso il numero 2, essa & pari
b) essa non supera 6
¢) per quanto si vada avanti, si trovano sempre numeri primi la cui differenza & 2.
a) si dimostra subito; b) & falsificata dalla coppia 89, 97; della c) non si sa se &
vera o falsa (per quanto a siano forti indizi che sia vera).

Il nuovo razionalismo ‘

Riprendiamo il discorse storico. Due giovani matematici, Nicolai Lobacevskij
nel 1829 e Janos Bolyai (figho di Farkas) nel 1832, indipendentemente 1'uno
dall’altro, pubblicarono i misultati d'una teoria nella quale il postulato 5" era
sostituito da

non 5. Per un punto si possoms comdurre diverse parallele a una retta data.




(L’esistenza d’una parallela & dimostrata da Euclide nella proposizione 28,
senza utilizzare il postulato 5.) Un brutto colpo per i seguaci di Kant, che pero
non vollero credere alla possibilita d'una tale geometria (eppure qualcuno
riusciva a pensare in termini non euclidei!): in sostanza, essi speravano che si
arrivasse a trovare una contraddizione nella geometria non euclidea.

Ma anche questo appiglio era destinato a cadere. Intorno al 1870 diversi
matematici riuscirono a costruire dei modelli di geometria non euclidea,
utilizzando concetti della geometria euclidea: il piﬁ semplice & quello di Felix
Klein, nel quale si chiamano PUNTI i punti interni a una circonferenza C, e
RETTE le corde di questa. Due RETTE si dicono PERPENDICOLARI quando sono
coniugate rispetto alla circonferenza, cio¢ quando, dette A,B le intersezioni della
prima con C, la seconda passa per il punto in cui s’intersecano le tangenti a C in
A,B. Le ISOMETRIE sono le proiettivita che trasformano C in sé. Si verifica che
tutti gli assiomi della geometria euclidea sono verificati, salvo 5" {per un
PUNTO passano infinite RETTE che non incontrano una RETTA data). In questo
modo ogni PROPRIETA’ della geometria non euclidea si pud interpretare come
una proprieta della geometria euclidea, o, se si preferisce, si ha una traduzione
dell’'una nell’altra. Se esistesse una contraddizione nella geometria non euclidea,
cioé se si potesse dimostrare una PROPRIETA” e anche la sua negazione,
altrettanto accadrebbe nella geometria euclidea: non & dunque possibile
discriminare fra geometria euclidea e non euclidea mediante procedimenti logici;
la scelta pud essere solo lasciata all’esperienza. Come teorie asiratie hanno
entrambe lo stesso diritto di esistere.

Queste constatazioni hanno avuto varie importanti conseguenze. Intanto, come
dice Bachelard, la geometria non euclidea ci ha obbligato

“...ad aprire il razionalismo, a scartare la psicologia d’una ragione chiusa,
basata su assiomi immutabili.” (Bachelard 1949). V

Questo non si ¢ limitato alla geometria; Frege e Russell speravano di salvare il
carattere assoluto almeno per la logica e le sue estensioni, come I'aritmetica: ma
gli intuizionisti non riconoscono come valida la pit semplice parte della logica
classica, il calcolo delle proposizioni, in quanto respingono il principio del terzo
escluso. . -

Nella geometria, si sono valorizzati due aspetti che potrebbero a prima vista
sembrare antitetici: la possibilita della geometria astratta, cio® della libera
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scelta degli assiomi; d‘altra parte, & stato valorizzato anche il ruolo
dell’esperienza. Infatti, occorre distinguere due livelli di geometria: quella
sperimentale, di cui abbiamo parlato precedentemente, e quella formale, basata
su assiomi liberamente scelti. _

Riguardo alla prima, non & vero che la geometria euclidea sia sotto ogni aspetto
‘non confutata’. Alcuni esperimenti sul modo in cui le persone giudicano le
distanze sembrano essere meglio spiegati dalla geometria di Bolyai e
Lobacevskij (Luneburg e Blank); secondo la teoria della relativita generale, lo
spazio fisico & qualeosa di ancor pin complesso.

Per quanto concemne Ia trattazione formale della geometria (e piit in generale di
un ramo della matematica), si & chiarito che essa deve svolgersi senza
argomentare sulle figure (e pia in generale sulla situazione concreta che la teoria
vuole trattare), ma solo basandosi sugli assiomi. Si dice anzi che questa ¢ la fase
sintattica della teoria, nel senso che la si deve considerare indipendentemente
dai significati delle parole usate. Si debbono fissare alcuni termini primitivi, e
poi, mediante definizioni, introdurne altri; il modo in cui i termini possono
interagire fra loro & precisato dagli assiomi, dai quali si deducono logicamente i
teoremi.

I significati, le interpretazioni del linguaggio formano la fase semantica:
sostanzialmente si tratta di prendere in esame i modellj della teoria stessa. Da
un punto di vista strettamente matematico, questi possono essere o effettivamente

costruiti su insiemi dati, oppure ottenuti utilizzando altre teorie matematiche.

Fare riferimento allo “spazio intuitivo” non sarebbe lecito, non essendo questo
matematicamente definito: ma in una interpretazione pitl estensiva anche questo
si puo ritenere, in mode informale, un modello. In una trattazione rigorosa non si
possono sostituire, alle dimostrazioni considerazioni su un modello (la
trattazione euclidea non 2 Tigorosa anche per questo). Il modello di Klein visto
Pil sopra & un esempio di modello d'una teoria ottenuto utilizzando un’altra
teoria; un altro esempio & dato dalla geometria analitica, che permette di
interpretare la geomeiria endlidez in termini aritmetici (nel piano, un punto si
interpreta come una Coppsa di numerTi reali, e cosi via).

La distinzione tra fase sintattica e fase semantica ¢ stato il secondo ‘balzo
astrattivo” della matematica- in tale contesto, @ stata del tutto ‘naturale’ la
revisione degli assiomi della geometria euclidea (Peano, Veronese, Hilbert,...).
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Il balzo & stato rafforzato dallo sviluppo della logica matematica e
dall’avvento dello strutturalismo in matematica: oggi, nella matematica
astratta la forma @ assai pit1 importante del contenuto: La contrapposizione fra
contenuto e forma non & perd assoluta, ma dialettica, in quanto quel che & ‘forma’
a un certo livello della conoscenza - per esempio la presenza di certe ‘operazioni’
- diventa ‘contenuto’ a un livello piu astratto -per esempio, nell’algebra astratta:

“La dialettica della forma e della materia gioca piu1 profondamente di quanto
non si creda.” (Bachelard 1949)

Quando si & entrati in questo modo di pensare, esso appare affascinante. Ci sono
perd due gravi rischi: :

1) non rendersi conto dei diversi orizzonti d’astrazione, e perdere la prospettiva
storica: per esempio, non saper comprendere il diverso livello di rigore fra la
trattazione euclidea e una moderna.

2) Racchiudersi nella fortezza della nuova matematica, tagliando i contatti con
Iintuizione e l'esperienza (geometrica, fisica,...). La precedenza rigorosa della
sintassi sulla semantica significa in particolare la subordinazione del ‘momento
applicativo’ a quello ‘teorico’: quando invece nello sviluppo della stessa ricerca
matematica & il secondo che molte volte suggerisce al primo le motivazioni per
aprire nuove strade.

Qual ¢ allora un corretto modo di affrontare i problemi?

Pensare per modelli

Come ulteriore esempio di teoria matematica, consideriamo la geometria affine
grafica piana, i cui termini primitivi sono punto e retta (se non diamo per
scontata - o meglio, se non vogliamo includere - la teoria degli insiemi, occorre
anche l'appartenenza). Gli assiomi sono le affermazioni elementari della
geometria piana che riguardano solo punti, rette e appartenenze (il parallelismo
di due rette & definito come assenza d'un punto appartenente a entrambe);
enunciamo quindi gli assiomi:

A. Dati due punti, esiste una sola retta alla quale essi appartengono.

B. Dati una retta r e un punto P non appartenente a v, esiste una sola retla alla
quale appartiene P e che é parallela a r.

I1 pitt semplice modello di questa teoria & il seguente (detto piano affine
d'ordine 2) :
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I'punti sono A,B,C,D; le rette sono le coppie non ordinate di punti.
Avendo indicato esplicitamente cosa intendiamo per ‘punto’ e per ‘retta’, questo
modello e stato effettivamente costruito.
Un altro modello un po” pit complicato & il seguente: :

Un punto & una coppia (x,y); una retta & l'insieme delle soluzioni d’una
equazione del tipo ax + by + ¢ =0, dove a,b.cxy,... vanno intesi ‘modulo 3, ciog
possono prendere i valori 0,1,2 , con I'intesa che 1+2 = 2+1 =0, 2+2 = 1.

Anche questo modello (piano di Young, o piano d'ordine 3) si pud considerare
effettivamente costruito, perché i punti e le rette sono in numero finito
(rispettivamente 9 e 12). I due modelli si usano rappresentare graficamente cosi:

Se una teoria si pensa come una ‘descrizione del (o d’un) mondo’, i modelli
rappresentano allora dei ‘mondi possibili’, descritti anch’essi dalla teoria.
Ovviamente meno principi (cio2 meno assiomi) mettiamo nella teoria, pi1 vari
saranno i mondi compatibili con la teoria stessa. Una volta si riteneva per lo
meno opportuno che unz teoria descrivesse un 'mondo reale' senza ambiguita.
Grazie agli sviluppi dellz geometria, si & compreso che questo non & auspicabile:
di solito & preferibile che d siano zaltri ‘mondi’ descritti da quella teoria, perché
questi possono aiutarci a eapire meglio il ‘mondo’ dato, e perché la teoria risulta
in tal modo pia rieca, ha una applicabilita maggiore.

I due piani affini descritti presentano certamente delle caratteristiche di
regolarita:
osserviamo subito che

tutte le rette hanno lo siesso mumero di punti;'

detto n tale numero, il piano ha n punti.

Queste possono essere comgeifure per la geometria affine grafica: vale a dire,
sulla base degli assiomi A, B (che sembrano i soli che si possano enunciare per
ora) ¢ possibile dimosirare gueste congetture ? Noi cerchiamo di portarle
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dall'osservazione di questi modelli (dal livello semantico) a quello sintattico.
Se sono dimostrabili, in ogni piano affine grafico esse sono vere.

Osserviamo che gli assiomi A e B sono soddisfatti anche dal seguente sistema:

i punti sono A,B,C,D; c¢'¢ una sola retta, (A,B,C,D}4;
e anche dal sistema

i punti sono A,B,C; le rette sono {A,B,C), {A}, (B}, ().

Questi sistemi sono certamente meno 'regolari’ dei due piani d'ordine 2 e 3 (tutti
i punti sono allineati!); inoltre, per essi le congetture precedenti non sono
verificate. Questa osservazione ha subito una conseguenza:

le due congetture non sono dimostrabili a partire dagli assiomi A e B.

E dunque opportuno 'fare qualcosa’ sia per rendere dimostrabili le due
congetture, sia per escludere dei ‘mostri’ come i modelli nei quali tutti i punti sono
allineati. Basta porre (dal punto di vista semantico) delle 'restrizioni' alla
costruzione di modelli; dal punto di vista sintattico (deduttivo), queste appaiono
come nuovi assiomi sui quali si pud contare per dimostrare nuovi teoremid.

Per il primo scopo, basta ammettere qualcosa del tipo

Non tutti i punti sono allineati, -
o, in forma affermativa,

C. Esistono almeno tre punti non allineati.

In questo modo, 1 sistemi 'stranimon sono pil accettabili; d'altra parte, si
possono dimostrare, a partire da A, B, C le due congetture sul numero dei punti
d'una retta e sul numero dei punti del piano.

Torniamo alla geometria non euclidea. I matematici (dopo che Bolyai e
Lobacevskij avevano ‘costruito” la ‘loro’ gedmctria) si sono accorti che c’era

un’altra geometria non euclidea, che astronomi e navigatori avevano praticato

4 1 principianti trovano ostico ammelttere che in questo sistema l'assioma B sia-verificato.
Argomentiamo cosi: B da un obbligo che deve essere soddisfatto tuite le volte che si
hanno un punto ¢ una retta passante per quel punto; nel nostro sisiema questo caso non si
presenta, e quindi I'assioma & banalmente verificato.

5 Gia Aristotele aveva [atto notare che, aumentando la 'compfensione‘ {ciot quello che si

dice), diminuisce la 'estensione’ (cio® vi sono meno 'mondi possibili).
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fin dall’antichita: la geometria su una superficie sferica. Potrebbe trattarsi
della superficie terrestre o anche della volta celeste: infatti, anche su questa si
parla di ‘tracciare una linea retta fra la tal stella e la talaltra’. Le RETTE di
questa geometria sono le drconferenze massime della sfera, e due di esse si
incontrano sempre: in guesta geometria non esistono RETTE PARALLELE. Se
prendiamo un TRIANGOLO avente due vertici sull’equatore e un terzo in un polo,
la somma delle ampiezze dei suoi angoli & maggiore di un angolo piatto (ci sono
triangoli con tre angoli retti, anzi triangoli con tutti gli angoli ottusi).

Analogamente, prendiamo una RETTA, per esempio,. sulla superficie terrestre,
l'equatore. Il luogo dei punti equidistanti dall'equatore & un parallelo, che non &
una RETTA (& formato da punti equidistanti da un polo, e quindi & una
CIRCONFERENZA). Ecco come il pensare per modelli avrebbe semplificato la
riflessione sul 5° postmlato. Solo I'essersi fissati sulla revisione del testo
euclideo, con i metodi di Eudlide, ha impedito ai matematici di ‘pensare per
modelli.6

Quale ¢ la funzione conosdtiva di questi modelli?

Abbiamo gia osservato che il modello di Klein assicura che 5’ (e quindi anche 5)
non sono dimostrabili 2 partire dagli altri assiomi. La geometria su una sfera non
da un’analoga certezza riguardo al teorema sulla somma degli angoli d'un
triangolo'(poiché in esso non valgono altri assiomi), ma in pratica & convincente
riguardo al nesso fra gli assiomi e le proprieta d’un triangolo. Analogamente i
modelli finiti sopra esaminati permettono di constatare se una affermazione

% Questo modello viola tuitavia aliri assiomi della geometria cuclidea: per due punti
dismetralmente opposti passano infauti infinite RETTE. Si rimedia a questa obiczione
‘identificando’ i punti diameiralmente opposti (il che non complica le considerazioni finché
s1 opera in una zona limitata). Resia perd il fatto che una RETTA & una linea chiusa, ¢
questo va contro gli assiom: dell’ordine (se si vuole, contro Iinfinita prolungabilita d’una
retta). In effetti, Saccheri riusci 2 dimostrare che ™ipotesi dell'angolo ottuso” & in contrasto
con i rimanenti assiomi euclidei. Quesia geometria 'prehde il nome di geometria ellittica,

mentre quella di Bolyai e Lobacevskij si dice geometria iperbolica.
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(come la C) & dimostrabile a partire da certi assiomi, o se & indipehdente da
questi.

Un matematico incline al formalismo direbbe perd che i piani affini finiti sono
dei 'veri oggetti matematici', mentre la volta celeste & solo un rozzo modello
fisico; inoltre, anche se lo traduciamo in termini matematici, non sara comunque
effettivamente costruito, ma sara descritto appoggiandosi a un’altra teoria
matematica (una superticie sferica, 'descrivibile’ nell'ambito della geometria
euclidea).

Un fisico (o chi ha propensione verso la fisica) direbbe che i piani finiti sono
astrazioni da matematico, che sono molto pitt convincenti argomentazioni basate
su 'modelli fisici'. ‘

Chi ha ragione?

A parer mio, hanno ragione tutt'e due; o meglio, ciascuno ha meta di ragione. La
geometria si estende dall'ambito "fisico” all'ambito "logico”. Non si pud fare a
meno né dell'uno né dell'altro; anzi, contrariamente all'idea che basterebbe
conoscere "i piani alti" d'una disciplina per possederla interamente, semmai &
proprio l'ambito "fisico” che pud avere una (provvisoria) autonomia, in quanto
esso si costruisce prima di quello logico (che d‘alt'ré parte ne ¢ una naturale,
anche se non necessaria, prosecuzione). .

Abbiamo visto come il modello della superficie sferica permetta di capire i
limiti della geometria euclidea; anzi, le cose sono pitt comprensibili se invece di
parlare di una sfera geometrica parliamo del 'rozzo' modello della superficie
terrestre.l modelli finiti, poi, che sembrano cosi astrusi, completamenté diversi
dal piano come ce lo suggerisce l'intuizione, permettono di fare degli
'esperimenti’ sui piani affini, nei quali la situazione pud essere descritta
compiutamente (date un nome a ciascun punto dei modelli d'ordine 2 e d'ordine 3;
provate poi a definire una traslazione in un piano affine, e a determinarne una
nel modello d'ordine 2 e una in quello d'ordine 3, scrivendo una tabella in cui
compaiono tutti i punti e i loro trasformati)

Forse, fino a qualche anno fa, non avrei avuto il coraggio di consigliare
apertamente una trattazione di questo tipo nella scuola secondaria {per quanto
fossi convinto della sua realizzabilita, oltre che, ovviamente, del suo valore
formativo ). Oggi, con i nuovi programmi che nel tema 'Logica e Informatica'
introducono argorf‘nehti come la deduzione, e la distinzione fra sintassi e
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semantica, trovo che una trattazione di questo tipo diventa necessaria per una

_introduzione ‘concreta’ a queste idee importanti ma assai astratte. Forse non
sarebbe strettamente necessario utilizzare a questo scopo la geometria; ma la
illustre storia e la ricchezza di connessioni interdisciplinari proprie della
geometria ne fanno una scelta quanto mai consigliabile.
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