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Abstract. 

Si presenta una costruzione dei numeri naturali,dei numeri 

razionali,dei numeri interi e dei numeri reali ad uso degli 
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Pietro CANETTA 

Dai numeri naturali ai numeri reali -----============================== 

Questo quaderno è dedicato a chi , insegnando matematica nelle scuole di 
ogni ordine e grado , desidera approfondire le sue conoscenze teoriche sui 
sistemi numerici. 

Costruiti i numeri naturali , tradizionalmente , nella scuola si passa 
al calcolo con le frazioni senza , forse, sottolineare a sufficienza che 
le frazioni non sono altro che un modo di rappresentare i numeri razionali. 
Si introducono poi i "numeri relativi" o "numeri con segno (!)" ed,infine , 
sj passa ai numeri reali. 

Per sottolineare concetti importanti quali , per esempio , quello di "nu­
mero razionale" e J')er illustrare un metodo di costruzione dei sis.temi nume­
rici che utilizza procedimenti che in algebra portano alla costruzione di 
varie strutture , preferisco seguire un altro ordine. Precisamente, dopo i 
numeri naturali , costruiremo prima i numeri interi , poi i numeri raziona­
li ed ,infine , i numeri reali , mostrando come ognuno di questi insiemi sia 
un "ampliamento" di quelli che lo precedono , nel senso che contiene dei sot­
toinsiemi propri "isomorfi" a quelli . 

Alla fine del quaderno vi~ una bibliografia che permetterA un ulteriore 
approfondimento degli argomenti trattati. 
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I. I NUMERI NATURALI ================= 

I numeri naturali possono venire costruiti prendendo come fondamentale l'a­
spetto "cardinale" oppure l'aspetto "ordinale".Dopo CANTOR,e soprattutto nel no­
stro secolo,con la teoria degli insiemi si è preso come fondamentale l'aspetto 
cardinale,cioè il fatto che il numero naturale ci dà la "numerosità" di un in­
sieme. 

Lo schema della costruzione dei numeri naturali in questo ordine di idee è 
il seguente: 

a)-si inizia con una opportuna relazione di equivalenza (equipotenza) fra in­
siemi,per arrivare al concetto di insiemi equipotenti.di qui all'insieme 
quoziente e,in fine,al cardinale di un insieme come classe di equiva­
lenza; 

b)-il confronto di cardinali e le operazioni su di ~ssi vengono ricondotti 
al confronto ed alle operazioni (unione,intersezione,prodotto cartesiano, 
etc.) sugli insiemi. 

Tutto questo è semplice e va benissimo finchè si tratta di insiemi finiti.Ma 
guando si prendono in considerazione insiemi: infiniti,come è già l'insieme dei 
numeri naturali.nascono difficoltà ed antinomie non superabili in modo stretta­
mente elementare.Già la distinzione fra insiemi finiti ed insiemi infiniti ha 
dato luogo a molti modi per ottenerla e nessuno di essi è molto semplice. 

Preferisco quindi costruire i numeri naturali seguendo PEANO a partire dal­
l'aspetto ordinale. 

§ 1.1. Concetti primitivi ed assiomi.Nella teoria dei numeri naturali secondo 
PEANO ci sono tre concetti primitivi e cinque assiomi.I concetti primitivi sono: 

a)- numero naturale, 
b)-zero, 
c)-successore. 
Per indicare un generico numero naturale useremo come simbolo una lettera 

minuscola dell'alfabeto latino,come .!!1.•~•··· .Per indicare lo zero useremo il so­
lito simbolo O e per indicare il successore del numero naturale n useremo il 
simbolo n*.lnfi°ne indicheremo con N l'insieme dei numeri naturali. 

Gli assiomi sono i seguenti : 
1)-Zero è un numero naturale. 
2)-0gni numero naturale ammette uno ed un solo successore che è ancora un 

numero naturale. 
3)-Lo zero non è successore di alcun numero naturale. 
4)-Se due numeri naturali hanno uguali i successori,sono uguali essi stessi. 
5)-Assioma di."induzione" : Se S è un sottoinsieme del!' insieme dei numeri 
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naturali con le due proprietà: 
a)-Zero appartiene ad S, 
b)-Se un numero naturale appartiene ad S anche il suo successore ap­

partiene ad S, 
allora S coincide con l'insieme dei numeri naturali. 

I primi due assiomi ci garantiscono che l'insieme N non è vuoto : infatti, 
per l'assioma 1 contiene lo zero e,per l'assioma 2,contenendo lo zero,ne contie­
ne pure il successore.quindi anche il successore del successore di zero e"cosl 
via" senza che si possa porre la parola 'fine' al passaggio da un naturale al 
suo successore.Potrebbe però capitare che il successore di un naturale n coinci­
da con~ stesso oppure con un altro naturale trovato precedentemente: vedremo 
poi come immediata conseguenza degli assiomi che questi fatti non si possono 
presentare. 

Per renderci conto del significato degli assiomi ricorriamo alla seguente 
simbologia. Indicheremo i numeri natural i con- ci rcoletti col legati da frecce che 
indicano il passaggio da un naturale al suo successore: 

••• ➔ 0 ➔ 0-+0 -+O ➔ O-o- ... 
Il terzo assioma ci dice che in tale rappresentazione dell'insieme N c'è un 

primo elemento: lo zero : 
zero 

O -0--0-0 -o- ... 
Il quarto assioma ci garantisce che non si può presentare una situazione 

come quella che potrebbe venire rappresentata dallo schema : 

·- o - o -. o -- o---+ o -- •.• 
o ...... o -- o / 

e l'unicità del successore di un numero naturale esclude una situazione del tipo: 
-o -0-0-0-0-. 

~o-o-. 
Infine il quinto assioma esclude la possibilità di una sibl&,lzione del tipo 

zero 

o-o-o-0-0-
...... o-o .... o-o-o--o-

con sequenze 'parallele'. 
Inoltre il quinto assioma ci permetterà di dimostrare molti fatti rtlativi 

all'insieme dei numeri naturali,evitando il "e cosl via".!! suo nome di "assio­
ma di induzione" potrebbe far pensare che permetta di risalire ad enunciati ge­
nerali a partire da casi particolari.Questo non è.Quando daremo una dimostra­
zione utilizzando questo assioma sarà importante garantirci che siano verifica­
te entrambe le proprietà a) e b) per essere sicuri che il teorema valga per tut-
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ti i numeri naturali.Qualche volta fa comodo enunciare il quinto assioma nella 
forma seguente: 

5a)-Se S è un sottoinsieme dell'insieme dei numeri naturali con la due pro­
prietà : 

a)-il successore di zero (uno) appartiene ad S, 
b)-se un numero naturale appartiene ad S anche il suo successore ap­

partiene ad S, 
allora S coincide con l'insieme dei numeri naturali privato dello zero. 

Vediamo ora alcune conseguenze immediate degli assiomi. 
1.1.1.-Teorema : Se due numeri naturali sono diversi.lo sono pure i loro suc-

cessori. 
Non è altro che l'enunciato contrapposto dell'assioma 4. 
I.1.2.-Teorema: Il successore.!!* di un naturale_!! è sempre diverso da n stesso. 
Dim.Sia S il sottoinsieme dell'insieme dei numeri naturali per i quali vale il 
teorema.Lo zero appartiene ad S per l'assioma 3.Se .!! appartiene ad S allora 
_!!*i_!!: per il teorema precedente si ha (n*)*#n*,cioè anche n* appartiene ad S. 
Per l'assioma di induzione S coincide con l'insieme N di tutti i numeri natura­
li.cioè il teorema è vero per qualsiasi numero naturale. 
I.1.3.-Teorema : Se un numero naturale n è diverso dallo zero,esiste un natura­

le u del quale_!! è il successore.cioè esiste un u tale che 
n=u*. 

Dim.Sia S il sottoinsieme di N tale che per i suoi elementi valga il teorema, 
e sia S'=Sv ~ D~ .Lo O appartiene ad S' ,per la definizione di S'.Supponiamo 
che _!!#0 appartenga ad S' ,cioè che esista un~ tale che _!!=~*.Allora è_!!*={~*)*, 
cioè_!!* ammette_u* del quale è il successore.Dunque anche n* appartiene ad S' 
e,pertanto,S' coincide con N. 

Si osservi che in base agli assiomi 2,3,4 si può dire che il passaggio da 
un numero naturale al suo successore non è altro che una applicazione bijet­
tiva dall'insieme dei numeri natural~:sull'insiemedei numeri naturali priva-
to dello zero. ' 

A conclusione del presente paragrafo riportiamo un sofisma.basato su una 
errata applicazione dell'assioma 5,per sottolineare quanto detto circa l'im­
portanza di controllare il sussistere delle due condizioni riguardanti il 
sottoinsieme S di N. 
Sofisma : Tutti i numeri naturali sono uguali fra loro. 

Sia S l'insieme dei numeri naturali tali che_!! appartiene ad S se e solo se 
.!! numeri naturali qualsiansi sono uguali fra loro.Uno,il successore di zero, 
appartiene ad Sin quanto ogni numero naturale è uguale a se stesso.Supponia­
mo ora che ogni _!!-upla di numeri naturali sia formata da numeri tutti uguali 
fra loro.In particolare si avrà a1=a2= ... =an e a2=a 3= ... =an=an+1.Per la· 
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transitivitàdell'uguaglianza,ne segue a1=a2= ••• =an=an+1,cioè anche il successo­
re di!!. (che è !!_+1) appartiene ad S.Dunque,per l'assioma di induzione.l'insie­
me S coincide con l'insieme dei numeri naturali privato dello zero. 

Qui l'errore consiste nel fatto che il passaggio da!!. al suo successore non 
è lecito nel caso del passaggio da uno al suo successore.cioè a due. 

S 1.2. Addizione. Consideriamo l'applicazione che associa ad ogni coppia ordi­
nata di numeri naturali!!_ ed _!!l_•un numero naturale dett.i loro "somma" ed indi-
cato con n+m ,definita dalle n 

\!!_+0=!!. 
1 !!. + .!!1.* = (!!_ + .!!1_)* 

I.2.1.-Teorema L'applicazione cosl definita è una legge di composizione inter­
na.che chiameremo "addizione". 

Dim.A)-Ad ogni coppia ordinata di numeri naturali associa un numero naturale. 
Sia S l'insieme dei numeri naturali _!!I_ tali che.per un dato naturale !!_,.!:].+_!!I_ è 

ancora un numero naturale.Lo zero appartiene ad S per definizione : infatti 
~+0=!!_ ed!!. è un naturale per ipotesi.Supponiamo che il naturale _!!I_ appartenga 
ad S,cioè che ~+.!!I sia un naturale;allora !!_+.!!1_*=(!!_+.!!1_)* per definizione e,per l'as­
sioma 2, (!!_+.!!1_)* è un naturale in quanto successore di un naturale.Quindi anche 
.!!1.* appartiene ad Se S=N. 
B)-Il naturale associato dalla nostra applicazione ad n+m è unico. 

Sia S l'insieme dei numeri naturali _!!I_ tali che,per !!. naturale fissato,.!:1_+.!!1_ 
è unico.Lo zero appartiene ad S : infatti !!_+0=!!_ ed!!. è unico.Supponiamo che _!!I_ 
appartenga ad S,cioè che !!_+!_1_1 sia unico.Ma questo implica,per l'assioma 2, che 
il successore di !!_+_!!I_ sia unico,cioè che sia unico (.!:].+.!!1_)*=!!_+.!!1_*.Quindi anche 

.!!1.* appartiene ad S ed S = N. 
Per convincerci che la definizione data di addizione coincide con l'idea 

che abbiamo di questa operazione.facciamo un esempio.Chiamiamo ''uno'' il suc­
cessore del lo zero, "due" i 1 successore di uno, "tre" i I successore di due, "quat­
tro'' il successore di tre e ''cinque'' il successore di quattro.Allora 

due+ tre= due+ (due)* =(due+ due)*= (due+ uno*)*= ((due+ uno)*)*= 
=((due+ zero*)*)*= (((due+ zero)*)*)*= ((due*)*)*= 
=(tre*)*= quattro*= cinque. 

I.2.2.-Teorema : Associatività della addizione : (a+ b) + c =a+ (b + c). 
Jim.Sia S l'insieme dei naturali .cè_ tali che,per i naturali i e Q fissati,va­
:e il teorema. Lo zero appartiene ad S : infatti (a +b)+0=a+b,per defi­
"izione,e,sempre per definizione,a+(b+0)=a+b.Dunque (a+b)+0=a+(b+0).Supponiamo 
:,e .cè_ appartenga ad S,cioè che si abbia (a+b)+c=a+(b+c).Allora (a+b)+c* = 
=('.a+b)+c)*=(a+(b+c))*=a+(b+c)*=a+(b+c*).Pertanto (a+b)+c*=a+(b+c*) ed anche 
e• appartiene ad S.Dunque S=N. 
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1.2.3.-Lemma : Qualunque siano i naturali a e b si ha a+ b* =a*+ b. 
Dim.Sia S l'insieme dei naturali Q per i quali vale il teorema.fissato il na­
turale a. Lo zero appartiene ad S : infatti .!!_+0*=(.!!_+0)*=.!!_*=.!!_*+0.Supponiamo ora 
che per un naturale Q valga il lemma.cioè che si abbia .!!_+Q*=.!!_*+Q.Ne segue 
.!!_+(Q*)*=(.!!_+Q*)*=(.!!_*+Q)*=.!!_*+Q*,cioè il lemma vale pure per il successore di b. 

Dunque S=N. 
1.2.4.-Teorema : Commutatività della addizione a+ b = b + a . 
Dim.A)-Sia S l'insieme dei naturali Q tali che O+Q=Q+O.Lo zero appartiene ad S: 
infatti 0+0=0+0.Se un naturale Q appartiene ad S,cioè se O+Q=Q+O,allora O+Q*= 
=(O+Q)*=(Q+O)*=Q+O*=Q*+O,per il lerrma 1.2.3.Dunque,se Q appartiene ad S,anche 

Q* appartiene ad S e,quindi,S=N. 
B)-Sia ora S l'insieme dei naturali Q tali che.fissato il naturale .!!_!0,.!!_+Q = 
= Q+.!!_.lo zero appartiene ad S: infatti.per A),.!!_+0=0+.!!_.Se Q appartiene ad S, 
coiè se .!!_+Q=Q+.!!_,si ha .!!_+Q*=(.!!_+Q)*=(Q+.!!_)*=~+.!!_*=Q*+.!!_,Sempre per il lerrma 1.2.3. 
Dunque.se Q appartiene ad S,anche Q* appartiene ad S e,quindi S=N. 
1.2.5.-Teorema : Legge di semplificazione : .!!_+!!I_= Q+!!I_ se e solo se .!!_=Q 
Dim.A)-Sia S l'insieme dei naturali !!I_ tali che se è .!!_+!!l_=Q+!!l_,allora è .!!_=Q,COn 
.!!. e Q naturali fissati.Lo zero appartiene ad S perchè,per la definizione di addi­
zione da .!!_+O=Q+O se~~e .!!_=Q.Supponiamo ora che !!I_ appartenga ad S,cioè che da 
.!!_+!!l_=Q+!!I_ segua .!!_=!!_.Allora da .!!_+!!l_*=Q+!!I_* segue (.!!_+!!1_)*=(!!_+!!1_)*,per la definizione 
di addizione e,per l'assioma 4,da (.!!_+!!l_)*=(Q+!!I_)* segue .!!_+!!l_=Q+!!l_,cioè .!!_=!!_,per 
l'ipotesi induttiva.Dunque.se !!I_ appartiene ad S anche m_* appartiene ad Se, 

pertanto,S=N. 
B)-Dalla unicità della somma (T.1.2.1),da .!!_=Q segue .!!_+!!l_=Q+!!I_. 
I.2.6.-Teorema : La addizione ha uno ed un solo elemento neutro. 
Dim.Per la definizione di addizione è .!!_+0=.!!_,cioè lo zero è elemento neutro 
per la addizione.Viceversa.se è .!!_+~=.!!_,cioè se ci fosse un altro elemento 
~eutro,si avrebbe .!!_+~=i=.!!_+0 e,per il teorema 1.2.5,~=0,contro l'ipotesi fatta 
su udi essere diverso dallo zero. 
1.,.7.-Teorema : 2+!!1_ ! !!_+!!I_ se e solo se è a!b. 
dim.•' il contrapposto del teorema 1.2.5. 
I.~.8.-Teorema :Se b è un naturale diverso dalla zero.qualunque 
sia il ~aturale a,è a!a+b. - - -
nim.Sia ~ l'insieme dei naturali a per i quali vale il teorema, 
fissato il 11.aturale !!_. Lo zero appartiene ad S: infatti.essendo b!O,si ha 
E_=Q+.!!_10.Se un naturale i appartiene ad S,se cioè è .!!_1.!!_+!!_,si ha .!!_*+b=.!!_+Q*,per 
i I T. 1.2.3,, .!!_+!!_*=(2+Q)*!.!:_*.Dunque,se i appartiene ad S anche i* appartie,1e ad 
S e,pertanto,S=N. 
l.~.9.-Teorema : Legge di annullamento della somma Se a e b sono due numeri 

.,aturali si ha a+b=O se e solo se è ~=0 e b=O. 
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Dim.Dalla definizione di addizione.se è ~=0 e E_=O,segue ~+!!.=O.Supponiamo ora 
che sia a+b=O e.per esempio,E_/0.Per il T.I.1.3,se è E_/0,esiste un naturale~ 

tale che !!.=~*.Allora O= ~+E_= i+~*=(~+~)*! O per l'assioma 3 e questa è 

una contraddizione.Dunque deve essere !!_=O.Analogamente deve essere a=O. 
1.2.10.-Teorema : Se~ e!!_ sono numeri naturali.si può presentare uno ed uno 

solo dei tre casi: 
1)- a=b 
2)- esiste un naturale u/0 tale che è ~=E_+~ 
3)- esiste un naturale v/0 tale che è b=a+v 

Dim.Che i casi 1 e 2 oppure 1 e 3 si escludano a vicenda è conseguenza del 
T.1.2.8.Ancora i casi 2 e 3 si escludono percbè,altrimenti,si avrebbe ~=E_+~ = 

=(~+il+~= ~+(i+~) che contraddirebbe ancora al T.I.2.8,perchè ~#O e i#O 
implicano.per il T.I.2.9,~+i#O. 

Sia ora S l'insieme dei naturali!!_ tali che,per un naturale a fissato.si 
verifica per essi una (e,pertanto,una sola) delle tre eventualità considerate. 

Se è !!_=0,o è ~=0=!!_ (eventualità 1) oppure è i/0,cioè i=~*=~* +O=~*+!!_ 
(eventualità 2).Se è !!_#0 o è i=Q e allora!!_*= (!!_+O)*= b+O* = i+O* con O*!O 
per l'assioma 3 (eventualità 3 per i=O*),ovvero è i=!!.+~,con ~#0,cioè con ~=i* 
e i=Q+~:Q+i* = .!l_*+i e,se i=D,i=!!.* (eventualità 1)e,se i_#O (eventualità 2), 
ovvero i+i=Q: allora!!_*= (.<!_+il*= .<!_+i* (eventualità 3,perchè i*iO).Dunque, 
se_!!_ appartiene ad S,anche _!!_* appartiene ad S e,pertanto,S=N. 

§ 1.3. Ordinamento Per definizione porremo : 
a)- Il naturale i è maggiore o uguale al naturale!!_ e 

scriveremo i~_!!_,se esiste un naturale u tale che 

a=b+u. 
b)- Il naturale i!_ è maggiore del naturale be scrive­

remo i)!!_,se esiste un naturale u#O tale che 
a=b+u. 

e)- Il naturale a è minore o uguale al naturale_!!_ e 
seri ve remo a< b, se esiste un natural e v tale che --- -
b=a+v. 

d)- li naturale a è minore dal naturale be scrivere­
mo i <~.se esiste un naturale v!O tale che 
b=a+v. 

I.3.1.-Teorema : Non esiste alcun naturale x tale che sia O< x < O*. 
Dim.Sia O < ~ < O*.Da ~<O* segue.per la definizione di "< ",0*=~+~ con 
~#0,cioè con ~=i* (T.I.1.3).Allora O*=~+~= ~+i*= (~+il* e.pertanto, 
~+i =O.cioè i=O e ~=O.contro l'ipotesi. (T.I.2.9). 
1.3.2.-Teorema : La relazione" è " è una relazione di ordine totale. 
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Dim.E' riflessiva : ~ ~~-Infatti esiste il naturale zero tale che ~=~+O. 
E' antisimmetrica : se è a'> be b> a,ne segue a=b.Infatti,se è a> besi---- --- -- ---
ste un naturale u tale che è a=b+u e,se è b > a.esiste un naturale v tale che - --- --- -
è !2_=~+!'._.Allora ~=Q+.!:!_ = (~+!'._)+.!:!_=~+(!'._+.!:!_)e.quindi (T.1.2.5),_':!+!'._=0,cioè .!:!_=0 
e !'._=0 (T.I.2.9) e ~=!2_. 
E' transitiva : se è a ,. be b ,. c,è pure a"> e.Infatti ,se è a,. b esiste un --- --- --- ---
naturale u tale che è a=b+u e.se è b > e.esiste un naturale v tale che è b = 

- --- --- -
=~+!'._.Allora~ = !2_+.!:!_ = (~+!'._)+_1:1_ = ~+(!'._+.!:!_) e,per la definizione di ".> " si ha 
a "> e. 
Inoltre è totale per il T.I.2.10. 
1.3.3.-Teorema : Qualunque sia il naturale ~,è~~ O. 
Dim. O è ~=0 o è ~,10.Se è ~,10,è ~=.!:!.* = 0+.!:!_* ~ O,per fil teorema 1.1.3 e le 
definizioni di addizione e di ordinamento. 
1.3.4.-Teorema : Monotonia della addizione : se ~.Q,11! sono naturali con~~ !2_, 

allora a +m > b+m e viceversa. - - - - -
Dim.Sia a> b.Allora esiste un naturale u tale che a=b+u;ne segue a+m = (b + - --- - --- -- -
+ u)+m = b+(u+m) = b+(m+u) = (b+m)+u,cioè a+m .> b+m. -- --- --- --- -----
Viceversa sia a+m > b+m e supponiamo per assurdo che sia a< b.Si avrebbe al-- - - -- - -
!ora.per la prima parte della dimostrazione,a+m < b+m,contro l'ipotesi. -- ,----

1.3.5.-Lemma : Se è~> !?_,allora è~ 2' !2_* . 
Dim.Se è~) !2_ vuol dire che esiste un naturale .!:!_t0 tale che è a= b+u. 
Essendo u,10 è u = v* e a= b+u = b+v* = b* + v , cioè a~ b*. - - - - - -- - - - -
1.3.6.-Teorema : L'ordinamento introdotto nell'insieme dei numeri naturali 

è un buon ordinamento.cioè ogni sottoinsieme di N ammet­
te un elemento minimo. 

Dim.Sia S un qualsiasi sottoinsieme di Ne sia M quel sottoinsieme di N i 
cui elementi sono minori o uguali ad ogni membro di S.Per il T.I.3.3,lo 
zero appartiene ad M.Non è vero però che ogni numero naturale appartenga ad 
M.lnfatti,se il naturale~ appartiene ad S,si ha~*= (~+O)*= ~+O*> ~.e, 
pertanto.~* non può appartenere ad M.Dunque esiste un naturale !!1_ che appar­
tiene ad M ma tale che !!1.* non appartiene ad M,altrimenti,per l'assioma 5, 
ogni naturale apparterrebbe ad M.Ora !!1_,in quanto appartiene ad M,è minore 
o uguale ad ogni membro di S e, inoltre.appartiene ad S,perchè,se cosl non 
fosse.per ogni!:. appartenente ad S,si avrebbe Il!<. ~,cioè.per il L.J.3.5, 
m* <ne m* apparterrebbe ad M,contro quanto si è dimostrato .• Dunque m 
- -- - -
appartiene ad S ed è minor~ o uguale ad ogni suo elemento.Pertanto m è 
il minimo elemento di S. 

S 1.4. Differenza . 
nizione di a:? !2_,un 

Se~ e Q sono due naturali con~~ !2_,esiste,per la def~­
naturale u tale che è ~=Q+_!:J_.Chiameremo tale.!!.. "differenza" 
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di a e _I:>_ e sc'riveremo !:!_=i-_l:>_.Si osservi che la differenza non è una legge di 
composizione interna all'insieme dei numeri naturali. 
I.4.1.-Teorema : Se è a> b,la differenza u=a-b è unica. --- ---
Dim.Infatti,da i=_l:>_+!:!_=_I:>_+_'{_ segue!:!_=_'{_ per il T.I.2.5. 

§ 1.5. Moltiplicazione. Consideriamo l'applicazione che associa ad ogni cop­
pia ordinata di numeri naturali i e _I:>_ un numero naturale,detto loro "prodot­
to'', ed indicato con a.b,definita dalle 

~ a.O = O 
( i·!>.* = i·!>. + a 

I.5.1.-Teorema :L'applicazione cosl definita è una legge di composizione in­
terna che chiameremo "moltiplicazione". 

Dim.A)-Ad ogni coppia ordinata di numeri naturali associa un numero naturale. 
Sia S l'insieme dei naturali _I:>_ tali che per ogni naturale i fissato,i._l:>_ 

è un numero naturale.Lo zero ppartiene ad S perchè,per definizione,i.0=0 e 
1 o zero è un numero natura 1 e.Supponi amo ora che H natura 1 e _I:>_ appartenga ad 
S;allora i•!>.*= i-!>.+i,ove i·!>. ed i sono naturali per ipotesi:quindi per il 
T.1.2.1 anche i~!>.+i è un naturale.cioè anche _I:>_* appartiene ad S.Pertanto S=N. 

B)-Il naturale che l'applicazione considerata associa ai naturali a e b è 
unico. 

Sia S l'insieme dei naturali b tali che.fissato il naturale i,il prodotto 
i•!>. sia unico.Lo zero appartiene ad S:infatti,per definizione.è i·O=O e lo zero 
è unico(T.I.2.6).Supponiamo ora che il naturale _I:>_ appartenga ad S,cioè che 

il prodotto i·!>. sia unico.Allora i·!>.*= i-Q+i è unico,perchè tali sono i•!>. 
ed i,per ipotesi.e la loro somma per T.I.2.1.Quindi,se _I:>_ appartiene ad S,an­
che _!:>_*appartiene ad S e,pertanto,S=N. 
I.5.2.-Lemma : Qualunque siano i naturali i e _l:>_,è i*-_1:>_ = i-Q+_I:>_. 
Dim.Sia S l'insieme dei naturali _I:>_ tali che.per ogni naturale i fissato.valga 
il lemma.Lo zero appartiene ad S : infatti i*.O =O= i-0+0.Supponiamo ora che 

_I:>_ appartenga ad S,cioè che si abbia i*-_1:>_ =i·!>.+ _!:>_;allora i*-_I:>_* = i*-Q+i* per 
la definizione di moltiplicazione.e i*-_l:>_+i* = (i-Q+Ql+i* = i-Q+(Q+i*l = 
= i-_l:>_+(_1:>_*+il = i-_l:>_+(i+Q*) = (i-!>.+il+_I:>_* = i·!>.*+_l:>_*,cioè anche _I:>_* appartiene ad 
S.Pertanto S=N. 

1.5.3.-Teorema : Commutatività della moltiplicazione : i•Q = !>.·i· 
Dim.A)-Sia S l'insieme dei naturali _I:>_ tali che O._l:>_=_l:>_.O;lo zero appartiene ad S: 
infatti 0.0=0.0.Il naturale _I:>_ appartenga ad S,cioè sia O.b=_l:>_.O;allora O._I:>_* = 
= 0.b+O = O+O =O= _l:>_*.O,cioè se _I:>_ appartiene ad S,anche _I:>_* appartiene ad S. 
Pertanto S=N. 

B)-Sia ora S l'insieme dei naturali _I:>_ tali che per ogni naturale i#O (i=!:!_*) 
si abbia i-_l:>_=_l:>_-i;allora,per A),lo zero appartiene ad S;supponiamo che _I:>_ appar-
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tenga ad S,cioè che si abbia i•Q=Q-i;ne segue.!!.*·!=.!!.-!+~= i-Q+i = !·.!!.*,cioè 
anche b* appartiene ad S.Pertanto S=N. 

I.5.4.-Teorema Distributività della moltiplicazione rispetto all'addizione 

!-(_!!_ + .2.l = !·.!!. + i·.2. 
Di■ .Sia s l'insieme dei natuali .2. tali che,fissati i naturali .!!_,_!!_,valga il 
teoreaa.Lo zero appartiene ad S : infatti .!!_.(_!!_+O) = .!!_-_Q_ = .!!_._Q_+O = .!!_._Q_+.!!_.0. 
Supponiamo ora che il naturale .2. appartenga ad S,cioè che si abbia .!!_.(_!!_+.2.) = 
= a.b+a.c;allora a.(b+c*) = a.(b+c)* = a.(b+c)+a = (a.b+a.c)+a = a.b+(a.c+a) = ---- --- --- ---- ----- -----
= .!!_-~!-.2.*,iioè anche .2.* appartiene ad S.Pertanto S=N. 
I.5.5.-Lemma : Qualunque sia il naturale .!!_,è.!!_-.!!_= O e a-O= a 
Dim.Per la definizione di differenza si ha per entrambe le affermazioni a=a+O. 
I.5.6.-Lemma : Qualunque siano i naturali .!!_,_Q_.~.con .!!_ b,si ha 

(.!!_-_Q_)+.2. = (.!!_+.2.)-_Q_ 
Dim.Se è i _Q_,è .!!_=_!!_+_!.Allora .!!_+.2. = (_Q_+_!)+.2. = _Q_+(_!+.2.) =_!!_+(~+_!)ed anche 
(.!!_+.2.)-_Q_ = .2.+_! = .2.+(.!!_-_Q_) = (~'-_Q_)+.2. • 
1.5.'J.-Teorema : Distributività della moltiplicazione rispetto alla differenza: 

!- (_!!_-.2.) = .!!_._Q_ - i ·.2. 
se è b :. c . -- -

Dim.Se è b > c,è b = c+v.Allora a.b-a.c= a.(c+v)-a.c = (.!!_-.2.+~-~l-~-~ = - -- - - - - - - - - - - - - -
= (.!!_ . .2.-~-~)+~-.! = 0+.!!_._! = i·(_!!_-~) 

I.5.8.-Teorema : Associatività della moltiplicazione (.!!_._!!_).~ = .!!_.(_!!_.~). 
Dim.Sia S l'insieme dei naturali .2. tali che.qualunque siano i naturali.!!_ 
e.!?_ fissati.valga il teorema.Lo zero appartiene ad S : infatti (.!!_ . .!?_).O= 
=O= .!!_.(.!?_.O) .Supponiamo che il naturale .2. appartenga ad S cioè che si 

abbia (.!!_._!!_) ·.2. = i· (_!!_ • .2.l ; al !ora (.!!_ . .!?_) ·.2.* = (.!!_ . .!?_) -.2.+.!!_._Q_ = i· (Q-.2.)+.!!_._Q_ = 
= .!!_.(_!!_ . .2.+.!!.l = .!!_.(.!?_ . .2.*) .Dunque.se .2_ appartiene ad S anche .2.* appartiene 
ad S e,pertanto S=N. 

I.5.9.-Teorema: Legge di annullamento del prodotto a.b = O se e solo 
se è .!!_=0 oppure è _!!_=0. 

Dim.A)-Dalla definizione di prodotto segue immediatamente che se è a=O 
oppure è _!!_=0,si ha i-Q=O. 
B)-Viceversa,supponiamo che si abbia a.b=O e,per assurdo,che si abbia .!!_#0 
e _!!_#0,cioè .!!_=_1,1_* e _!!_=_!*.Allora 0=.!!_._Q_ = _1,1_*._!* = _1,1_*._!+_1,J_* =(_1,1_*._!+_1,1_)* # O ,il 
che è un assurdo.Dunque o i ovvero _Q_ deve essere uguale a zero. 

I.5.10.-Teorema : Legge di semplificazione del prodotto : se è a.m = b.m con 
~#O, allora è a= b 

Dim.Se è ~#O.vuol dire che è~= _1,1_*.Allora da i-~=_!!_-~ segue a.u* = .!?_._1,1_*, 
=O= _1,1_*,(.!!_-_Q_) • Essendo _1,1_*#0,per il T.1.5.9,è i~Q=O,cioè cioè a .u*-b.u* 

a=b. 

1.5.11.-Teorema Se il maturale b è diverso dallo zero,allora,qualunque 
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Dim.Se è E_#O,si 
1.5.12.-Teorema 

sia il naturale _!,è .!·E.~ a. 
ha b=u*.Allora a.b = a.u* = a.u+a > a. -- -- -- ----
: Se il naturale _1!1_ è diverso dallo zero,allora .! ~Q se e 

, solo se è.!·!!!> E.·!!!· 
Dim.A)-Supponiamo che sia _1!1_#0 e.!> Q;_1!1_#0 vuol dire _1!1_=!:!_* e.!> Q vuol dire 
a = Q+.':'_ con .':'_/O.Al !ora .!·!!! = (Q+.':'_) .m = E_._1!1_+.':'_._1!1_ con .':'.-_1!1_#0;quindi .!·.'!1. > Q·!!! . 
B)-Supponiamo ora che sia .!·.'!1.> E.·.'!1. ed _1!1_#0.Non può essere.!= E_ perchè,per 
l'unicità del prodotto.sarebbe .!·.'!1. = E.·.'!1. e non può essere nemmeno.!< Q, 
perchè,per A),si avrebbe .!·.'!1.<'.' Q·.'!1.·Rimane dunque solo il caso.!> Q· 
I.5.13.-Teorema : La moltiplicazione ha uno ed un solo elemento neutro. 
Dim.ll successore di zero,cioè O*,è elemento neutro della moltiplicazione 
perchè _!.0* = !-D+! =O+!=! .Supponiamo ora che esista un altro elemento 
neutro !:!_,cioè un naturale!:!_ tale che!·!:!.=.! .Da !·.!!.=!e da a.O*= !,se­
guirebbe!·.!!.= !·O* e,per !#0,.!!_=0*,contro l'ipotesi. 
I .5.14.-Teorema : a0b = O* se e solo se a = O* e b = O*. 
Dim.A)-Supponiamo che si abbia a= O* e b = O*.Allora a.b = O*.O* = 0*.0+0*=. 
= O+O* = O* . 
B)-Sia ora a.b =O*: tale ipotesi implica!# O e Q I O,cioè a= u* e 
b = v* .Allora a.b = u*.v* = .!!_*,.':'_+.!!_* = (.!!_* . .':'_+.!!_)*=O* cioè!:!.*-.':'_+.!!_= O. 
Dunque è.!!_= O (e.!!.*= O*= !le.!!.*·.':'.= O.Essendo .!!_*#0,deve essere.':'.= O 

e,quindi,Q =.':'.*=O*. 
§ 1.6. Divisibilità ed algoritmo della divisione. Se,dati due numeri natu­
rali! e Q,esiste un naturale! tale che si abbia!= !·E., diremo che! 
è un "multiplo'' di Q o,anche,che Q divide! e scriveremo in tale caso E.\!· 

Dalla definizione data segue immediatamente che lo zero è multiplo di 
qualsiasi naturale! (!.O= O),e quindi anche che qualsiasi naturale a# O 
divide lo zero. 

Dalla definizione segue pure che la relazione "I " è una relazione di 
ordine.Infatti : 

E' riflessiva,cioè !I.! :infatti!= !·O* 
E' antisirmietrica,cioè ,se! \Q e Q \!,allora è _!=E_. Se!\ Q,vuol dire 

che esiste un naturale~ tale che è Q=~·! e se Q j ! vuol dire che esiste un 
naturale! tale che è ! = !·E. .Al !ora ! = !·E. = !· (~-!) = (t-~) ·!,cioè 
h.k = O* e,per il T.I.5.14,~ = O* e!= O* : dunque!= E.· 

E' transitiva,cioè,se .!IE. e Q \~allora.!\~ .Se !lQ vuol dire che e­
siste un naturale~ tale che Q =~-!e se Q \~vuol dire che esiste un na­
turale! tale che~= !·E.. Allora~= !·E.= t-(~-!) = (t.~l-! e,pertanto, 

! I~-
si osservi che la relazione considerata è d'ordine ma non è un ordinamen-

to totale in quanto,dati due naturali.! e Q,non è detto che necessariam~nte 
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uno dei due debba dividere l'altro. 
1.6.1.-Teorema: Se b è un numero naturale diverso dallo zero.l'insieme dei 

numeri naturali !·E.~ i,con i numero naturale fissato, 
non è vuoto. 

Dim.Per il T.I.5.11.,tale insieme contiene almeno a.b 
1.6.2.-Teorema : Algoritmo della divisione: Per ogni naturale a e per o­

gni naturale .!!_,diverso dallo zero.esistono sempre due na­
turali .9. ed.!:. tali che : 

con .!:. < Q 
Inoltre.fissati i e E_, .9. ed r sono unici. 

Dim.Poichè N è un insieme bene ordinato (T.1.3.6) , l'insieme S dei multipli 
di.!!_ maggiori o uguali ad i,insieme che non è vuoto per il T.1.6.1,ammette 
un minimo,diciamo !!·E.. Si presentano due casi : o è i= .!!·E. ovvero è i<~-E. 
Nel primo caso .9. =.!!ed.!:.= O soddisfano al teorema.Nel secondo caso è_!! #0, 

altrimenti avremmo i <O . .!!_= O,in contraddizione al T.1.3.3 Ora n # O 
i mp 1 i ca _!! = _g_* , cioè _!! '> .9. , perchè _!! = _g_* = (.9.+0) * = _g_+O* e O* # O. Da 

_!! > .9. segue (T.I.5.12) !!·E.> .9. . .!!_ e,dato che !!·E. era il minimo naturale con 
i< ~-.!!_,si ha .9. • .!!_ < ~ < .9.* . .!!_.Posto !. = i - .9.·E._, .9. ed.!:. cosl trovati soddi­
sfano al teorema. 

Dalla unicità dell'elemento minimo di S, segue l'unicità di .9. e , per 
l'unicità della differenza.anche.!:. è unico. 

Inòltre è!_< Q.Infatti,se fosse.!:.~ Q,Si avrebbe r = b+u e i= .!!_ . .9.+_!:_ = 
= .!!_ . .9.+(E_+.!!_) = (.!!_ • .9.+.!!_)+.!!_ = .!!_ • .9.*+.!!_ ~ Q•.9.* , in contra.Addizione a i < .!!_._g_* • 

Il .9. e lo.!:. del precedente teorema verranno chiamati.rispettivamente, 
"quoziente" e "resto" della divisione di i per.!!_. 

Si noti che è essenziale l'ipotesi b #O: infatti.se fosse.!!_= O ,l'in­
sieme dei multipli di.!!_ si ridurrebbe all'insieme avente come unico elemen­
to lo zero e non ci sarebbe alcun multiplo di b maggiore o uguale ad i e, 
pertanto, l'insieme S utilizzato nella dimostrazione del teorema 1.6.2,sa­
rebbe vuoto. 
1.6.3.-Teorema : a( b se e solo se è .9. = O. 
Dim.Se è i L. Q , è i< O* • .!!_ , cioè O . .!!_~~ { O* • .!!_ e,pertanto,.9. = O.Vicever­
sa , se è .9. = O , è O • .!!_ ~ ~ ,: O* • .!!_ = .!!_ 

S r.l. Potenza . Dati i naturali i# O ed n , chiameremo "potenza di i ad 
esponente_!!" ovvero "potenza _!!-esima di i" il numero naturale che si ot­
tiene mediante la definizione ricorsiva 
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Da questa definizione e dalle proprietà della moltiplicazione segue 1im+'.• .. 
mediatamente che, per!!.# O, !n è un numero naturale e che è unico. 

7 T . m n m+n 1 0 I. . 1. - eorema . a . a = a , se a F • 

Dim.Sia S l'insieme dei naturali n per i quali vale il teorema,fissati m 
ed a# O. Lo zero appartiene ad S-: infatti am_a 0 = am_O* = am = am+O 

- -- - - - ' 
Supponiamo che il naturale n appartenga ad s: allora am.an* = am_(an.a)= 

= (!!_m.!!_n).!!_ = 2.m+n_2. = 2-(m+n)*-= ~m+n*_ounque,se .!! appartien; ad S-anche ;* 
appartiene ad Se.pertanto S=N. 
1.7.2.-Teorema : Se è!!_# o ,allora (!!_m)n = !!.m.n 
Dim.Sia S l'insieme dei naturali n per i quali.fissati a#O ed m,vale il teo­
rema.Lo zero appartiene ad S : infatti (am)O = O* e a!!l.·'lr = a0 ;:- O*. 

Supponiamo che il naturale n apparten;a ad s: allora (am)n* = (am)n.am= 
= am.n_am = am.n+m = am.n* .D~nque,se .!! appartiene ad S,a;che .!!* a;partie­
ne ad S e,pertanto,S=N. 

§ I.8. Rappresentazioni di un numero naturale. Si fissino un numero natura­
le X > O* ed X simboli , detti "cifre", ~o.~ 1 .~2, .. • •~x- 1 per rappresentare 
gli X numeri naturali minori di X ,cosl : 

~ 0 = O , ~1 =O*, ~2 = (O*)* , ~3 = ((O*)*)* 
Sia ora a un numero naturale qualsiasi e gli si applichi l'algoritmo del­

la divisione per X • Se è!!_< X , è .9.1 = O ed 2. può venire rappresentato 
con uno dei c .. Se invece è a> X , si avrà : 

-1 - -
!!_ = .9.1 .X + .!:_1 con .!:.1 ~ X 

quindi .!:_1 può essere rappresentato con uno dei ~i . Ora, se è .9.
1

-<: X , .9.
1 

può 
essere rappresentato con uno dei ~i e basta . Se.invece, è .9.

1 
.<! X ,gli si ap­

plichi l'algoritmo della divisione per X.ottenendo 
.9.1 = .9.2.x + .!:_2 con .!:.2 <. X 

cioè!!_= .9.1.X+.!:_1 = (.9.2.X+.!:_2).X+.!:_1 = .9.2.x2+.!:_2 .X+.!:_1 , dove gli .!:.i sono rappre­
sentabili con cifre. 

Ora è .9.1 ~ .9.2.x ; ma.per ipotesi.è X) O* : allora è .9.2.x > .9.2.0* = .9.
2 

; 

dµDqll~ è i1 > i2 · 
Se è .9.2 < X,~2 è rappresentabile con una cifra e ci fermiamo.Altrimenti, 

se è .9.2 ~ X , proseguiamo fino a trovare un .9. =O: siccome i .9.i formano, 
per l'osservazione fatta, una sequenza decrescente di numeri naturali,perver­
remo certamente dopo un numero finito di passi ad un .9. = O. 

A questo punto avremo : 
n n-1 !!. = .9.n.x + .!:i,_ 1.x + + .!:_2.x + .!:.1 

ove .9.n e tutti gli .!:.i sono minori di X e,pertanto,sono tutti rappresentabili 
con cifre e dove intenderemo scritti tutti i termini,anche quelli con r. = O. 

-1 
Per l'unicità del quoziente e del resto tale rappresentazione risulta 
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unica e verrà detta •rappresentazione poli nomi a le di a nella base X". 
Se ora conveniamo di non scrivere le potenze della base X ed i segni "+", 

sempre però continuando a scrivere tutti gli r. ,anche se r.=0,nell'ordine 
-1 -1 

in cui figurano nella rappresentazione polinomiale,otteniamo per i la rappre-
sentazione: 

i = ~-1 · · · .!:.2.!:.1 
come sequenza ordinata di cifre questa viene chiamata "rappresentazione 
posizionale di a in base X'' . 

'-
§ 1.9. Massimo comun divisore (a,b) . Ricordiamo(§ 1.6) che !!I.I!!. significa 
che esiste un numero naturale~ tale che i= .'!1.-~. Inoltre.se è i# O,deve 
essere h i O (T.I.5.9).Ancora,se è a= b.c ed a; O , allora è a> b: in-- - -- - ---
fatti i # O implica ~ i O,cioè ~ = ~* ; allora i = Q-~ = Q-~* = Q-~+b i! Q . 
1.9.1.- Teorema : Se.!!! I!!. , allora,qualunque sia il naturale Q,!!1. I~-!?.· 
Dim.Se .!!! I !!_,esiste un numero naturale~ tale che i = .'!1•!! Al !ora a.b = 

= (~11.!!1_) .Q = (.!!J..~) .Q = .'!1.· (~-Q) , cioè .!!I. I i•Q• 
1.9.2.- Teorema : Se .!!I.I!!_ e.!!! I!?_ , al !ora .!!I. I (_!!.+Q) 
Dim.Se .!!!l...2_, esiste un naturale~ tale che è i= .!!I.-~ e,se !!1.1 !?_,esiste un na­
turale! tale che Q = .!!I.·! . Allora _!!.+Q = mh+.!!J.-! = .'!1.· (~+!) ,cioè !!i. I (_!!.+_~). 
1.9.3.- Teorema : Se !!i. I!!_ ed !!i. I Q e è i~ Q , allora !!i. I (_!!.-Q) 
Dim.Analoga a quella del T.1.9.2. 

Chiameremo "massimo comun divisore" di due numeri naturali a e b con a#O - - -
e blO e lo indicheremo con (,!!.,Q) un numero naturale tale che : 

1i- (_!!.,Ql I i e (_!!.,Ql I Q 
2)- se ! I !!_ e ! I Q_ , al !ora ! I J.!!.,·Q) , 

cioè un numero naturale che è divisore comune ad i e Q e tale che ogni divi­
sore comune di i e Q è pure suo divisore.Siccome il! che figura in 2) divi­
de (,!!.,Q),vuol dire che esiste un naturale~ tale che è (_!!.,Q) = ~-!,con h#O 
perchè è (_!!.,Q)#O ; allora è !~(,!!.,Q) , cioè (,!!.,Q) è effettivamente il massi­
mo dei divisori comuni di a e b. 

1.9.4.- Algoritmo euclideo delle divisioni successive per la ricerca di (a,b). 
Si applichi ad i e Q l'algoritmo della divisione 

i = Q-.9.1 + _!:_ 1 con _!:_1 < Q 
Se è _!:_1=0,allora Q I !!. e Q I Q e si ha (,!!.,Q) = b 

Se è _!:_1#0,si applichi l'algoritmo della divisione a Q ed .!:.
1 

Q = .!:.1 ·.9.2 + .!:.2 con .!:.2 ".!:.1 
e si prosegua fino a trovare un ~+l = O : 
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................................ 
.!:ii-2 = .!:i, -1 . -9.ti + !ti con !ti < .!:ii-1 
.!'.ti-1 = .!:ti·qh+1 con .!'.ti+1 = O 

Si deve certamente arrivare dopo un numero finito di passi ad un .!'.ti+ 1 = O 
perchè gli r. costituiscono una sequenza strettamente decrescente di numeri 

-! 
naturali che deve quindi terminare con lo zero. 

Ora ogni divisore Q comune ad i e !?_,divide anche Q-1 e,quindi,anche .!::1 = 

= ~ - !?_.11 (si osservi che è i? !?_.11).Allora,se i\!?. e i\ !:_1,deve Q divide­

re .!::,-12 ed anche _!'.2 = !?_ - .!::,-12 e cosl via fino a i I~ . 
Viceversa.se il~, allora i(!::tJ_ 1.Se i[~ e il~-1,allora ij!::tJ_ 1-.9.ti 

e Q ( .!:i,_ 1 .-9.ti+.!:i,,cioè Q I ~-2 e cosl via fino a i I!?_ e Q I!!.· 
Dunque Q è un di visore comune di a e b se e solo se Q \.!:ti.Siccome .!:ti I .!:ti, 

si conclude 

Se è (i,Ql = 1 = O* , i due numeri natural i i e !?_ vengono detti "primi 

relativi" ovvero "primi fra loro". 

1.9.5.-Teorema: Se è(~.!?_) = 1 e! è un naturale qualsiasi , ogni divisore 
comune di a.k e di b è un divisore comune di be di k. 

Dim.Dato c~e è (i,Ql = 1 , le uguaglianze dell'algoritmo delle divisioni 

successive diventano : 

i = Q-11 + .!::1 

E. = .!::1 ·12 + .!::2 

.!::1 = .!::2·13 + .!::3 

.!:ii-2 = .!:ti- 1 · -9.ti + 1 
Moltiplicando per! entrambi i membri di tutte queste uguaglianze.otteniamo: 

!·i = !-.!?.-11 + !·.!::1 

~~.!?. = !·.!::1 ·12 + !·.!::2 
........................ 
!·.!:ti-2 = !·.!:ti-1 ·.9.ti + ! · 

Se Q I !·i e if !?_ , dalla prima uguaglianza si ha che Q \ 15_._!'.1 • Se Q I!?_ e 
Q I '5.-.!::1 , dal la seconda si ha che Q \ !-_!'.2.Proseguendo,dal l'ultima uguagl ian­

za si ha che Q I '5. . 
I.9.6.-Teorema : Se è (i,.!?.l = 1 e (i,~l = 1 , allora è (i,Q-~) = 1. 

Dim.Se,infatti ,ci fosse un i I 1 tale che Q /!!_e Q / !?_-~,essendo (i,.!?.l = 1, 

si dovrebbe avere che Q) ~ e ~ I !!.,contro l'ipotesi (~.~) = 1. 
I.9.7.-Corollario : Se (i1';.iz.1)=1 , (i2,_!!.2)=1 , •.. ,(~,!?.nl = 1 ,allora 
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(i1 -~- • • • ~ • Q1 •Q2· • • • !¼il = 1 
J.9.8.-Corollario: Se è (a,b) = 1 , allora , qualunque sia il natura-

le~. è pure (i!n , Qnl = 1. 

S I .10. Numeri natural i primi Dal punto di vista della divi-
sibilit~ , l'insieme dei numeri naturali può venire ripartito 
in quattro 

/o} 

{ composti} 

sottoinsiemi : 
lo zero è divisibile per qualsiasi numero natu­
rale diverso dallo zero : ha quindi infiniti di­
visori. 

1 (=O*) è divisibile solo per se stesso : che 
1 divida se stesso segue dall'essere 1.1=1 e che 
non ammetta altri divisori segue dal T.1.5.14.Quindi 1 
ha un solo divisore. 
quei numeri naturali che hanno due soli divisori : 1 e 
se stessi. 
quei numeri naturali che hanno più di due divisori ma 
in numero finito. 

I.10.1.-Teorema : L'insieme dei numeri naturali primi è infinito. 
Dim.Supponiamo che esista un numero primo massimo~ e consideriamo il 
numero naturale : 

n= P1. P2 ..•.. p + 1 - - -"--11 

dove i .!!.i sono tutti i numeri naturali primi , 
mero finito.Ora~ non è divisibile per nessuno 

che abbiamo supposto in nu­
dei p. ed è diverso da 

-! 

ciascuno dei .!!_i.Allora o è lui stesso primo oppure è composto,nel quale ca-
so dovrebbe ammettere un divisore primo diverso da ciascuno dei .p .. In 

-1 
ogni caso abbiamo trovato almeno un primo diverso da quelli elencati. 
I.10.2.-Teorema :Per ogni numero naturale primo.!!. ed ogni naturale i è 

(i,Q) = 1 se e solo se Q ,I' i . 

Dim.Se è (i,Ql=1 ,siccome Q I.!!., Q non può dividere.!!_ .Viceversa,se Q 

non divide .!!_,in quanto gli unici divisori di Q sono 1 e Q stesso,ne segue 
(.!!_,Q) = 1. 

1.10.3.-Teorema :Ogni numero naturale i> 1 o è primo o è un prodotto di 
naturali primi (non necessariamente diversi fra loro). 

Dim.Se i è primo.bene . Se è composto.vuol dire che esistono un naturale 
b ed un natura 1 e c ta I i che a = b. e , con b > 1 , c > 1 , b < a , _S:. < i!. - - - -- - - - -
Se Q e .S:. sono primi,bene;altrimenti,se per esempio Q è composto.si avrà 
b = d.e con d) 1 , e> 1 , d( b , e< b.Cosl continuando,si dovrà certa-- -- - - - - - -
nente pervenire a rappresentare i come prodotto di un numero finito di 
naturali primi , perchè i fattori che si trovano successivamente vanno 
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diminuendo. 
1.10.4.- Teorema La rappresentazione di un numero naturale composto come 

prodotto di naturali primi é unica a meno dell'ordine 
dei fattori. 

Dim.Supponiamo di avere due rappresentazioni distinte dian naturale~ 

~ = .P.1 ·.P.2· ••• ·.P.n = .9.1 ·.9.2· · • • ·.9.m 
dove tutti i p. e tutti i q. sono numeri naturali primi.Poiché ogni n. 

-I -J .t:.1 
divide il prodotto dei _g_j,deve dividere uno dei fattori di tale prodot-
to,in quanto .tait. fattori sono primi .Analogamente,ogni _g_. di vide i 1 pro-

' J 
dotto dei p. e,pertanto deve dividerne uno dei fattori,sempre perché que­

-1 
sti sono primi.Ne consegue che ogni p. deve coincidere,in quanto primo,con 

-I 
uno dei q. e,viceversa,ogni q. deve coincidere con uno dei p_ .• Pertanto le 

~ ~ I 
due rappresentazioni devono coincidere,naturalmente a_meno dell'ordine dei 
fattori. 
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S 11.1. Si consideri l'insieme delle coppie ordinate di numeri naturali, 
cioè il"prodotto cartesiano" dell'insieme dei numeri naturali per se stesso. 
Indicheremo gli elementi di questo insieme con il simbolo< i,Q > ,dove 
i e!?_ sono due numeri naturali qualsiasi e in questo insieme definiamo la 
relazione fra i suoi elementi , indicata con il simbolo "~ " , cosl : 

~ i,Q > .... ✓ ~.Q > se e solo se è i+.Q = !?_+~ 
scrittura da leggersi : "la coppia ordinata <'i,Q> è equivalente alla cop­
pia ordinata <~.Q) se e solo se è i+Q = !?_+~ , dove i,Q,~,Q sono nume­
ri naturali dei quali sappiamo tutto quello che ci serve,in particolare le 
operazioni con le loro proprietà e l'ordinamento.In particolare sappiamo 
che cosa significhino le scritture i+Q e!?_+~-
11.1.1.-Teorema : La relazione "~" è una relazione di equivalenza. 
Dim.E' riflessiva : infatti < i,Q>~ < ~.!?_ ► perchè è i+Q = Q+i 
E' simmetrica.cioè se è ✓ i,Q;> "'(~,Q> è pure <' ~ • .s!_;> ... <~,Q') .In-
fatti ,/ i,Q:?..,, < ~,Q> vuol dire che è i+.Q = !?_+~ e quindi pure.per 
le proprietà dell'addizione dei numeri naturali,!?_+~= i+.Q, ~+!?_ = .Q+i e di 
qui segue -<: ~.Q > "'( ~,Q> per la definizione. 
E' transitiva.cioè se è < i•Q" ... <~,Q> e <~ . .s!_.;, ~(~.f..;> allora è pure 
< i,Q) .... <~.f..'> . Infatti < ~.!?_;, ~ <~,Q> e < ~._g_ >,., < ~-f..> signica­

no,per la definizione, ~+_g_ =!?_+~e ~+f..= _g_+~; per le proprietà dei numeri 
naturali ne segue i+Q+f.. = !?_+~+f.. e !>_+~+f..= !>_+_g_+~ cioè i+i+f.. = !>_+_g_+e e,per­
tanto, i+f.. = !>_+~ , cioè< i,!>_>..,< ~-f..-> 

Possiamo allora passare all'insieme quoziente del prodotto cartesiano 
dell'insieme dei numeri naturali per se stesso rispetto al la relazione "~ " 
cioè all'insieme i cui elementi sono le classi di equivalenza , cioè quei 
sottoinsiemi disgiunti di coppie ordinate di numeri naturali in ciascuna 
delle quali figura una coppia ordinata e tutte quelle ad essa equivalenti. 

Chiameremo tali classi "numeri interi" o,semplicemente,"interi" ed il 
loro insieme,strutturato nel modo che seguirà,lo indicheremo con Z.Per 
semplicità indicheremo gli elementi di Z con le lettere dell'alfabeto greco 
rninuscolo;per esempio indicheremo la classe che contiene la coppia ordi­
nata <i,!>.> e tutte le coppie ad essa equivalenti con uno dei due sim­
:xil i d oppure {<i,!>.'> } 

Da quanto detto segue che,se ,<i•!>.> è un elemento della classe a( e 
< ~._g_-;, è un elemento del la classe ~ , si ha ,J. = ~ se e solo se si 

!'la <a,b,,.,<~._g_;> 
,i,. 
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S I 1.2. Somma • Date le due coppie ordinate <!,.!?.'> 
remo cosl la loro "somma" : 

e < c,d> ne defini­
- - J 

< !,.!?."> + <~-i> = < !+~ • .!?.~ ► 
II.2.1.-Teorema: Se è < !,.!?_>..,<~' • .!?_'> e <~,_g_;, ... .,:~',s!'> è pure 

< !+~ • .!?.+s!> ~< ~·+~· '.!?.'+_g_' > 
cioè somme di coppie equivalenti sono equivalenti. 

Dim.L 'essere < !,.!?.> -< ~• ,.!?_' > e < ~.Q> -< ~• ,Q' > significa che è !+.!?.' = 
= b+a' e c+d' = d+c' • Allora (!+c)+(.!?_'+_g_') = (!+.!?.')+(~+_g_') = (.!?_+!'l+(_g_+~')= 
= (.!?_+Q)+(!'+~• l cioè la coppia < !+~ , .!?_+Q;> 

< !'+~· ' .!?.'+_g_' > . 

Il teorema Il.2.1 significa che l'intero f 
< !+~, .!?_+s!> non dipende dai rappresentanti 

è equivalente alla coppia 

cui appartiene la coppia 

<:a,b> di-le <c,d > -- --
di ~ • Ne segue la definizione di somma di due interi al e p come quell' in­
tero "( cui appartiene la somma di un rappresentante di ol con un rappre­

sentante di ~ 

II.2.2.-Teorema : Commutativita della somma di due interi : .J.. +{?i= ~+o( . 

Dirn.Bastera dimostrare che,se <!,.!?.> è un rappresentante di ./ e ,c:::~._g_ > 
è un rappresentante di f., ,al !ora < !,.!?.> + < ~._g_ > = < ~._g_) + <!,.!?..>. 

Ora si ha (ab>+ <~._g_ > = < !+~, .!?_+s!> = < ~+!, Q+.!?_> = 

= < ~-s! > + < !,.!?. > 
11.2.3.-Teorema : Associatività della somma di due interi : 

al. + ( ~ +r i = ( oi. + ~ , + r 
Dim. Anche qui bastera dimostrare che.se < !,.!?..> è un rappresentante di-< , 

< ~._g_;> è un rappresentante di ~ e < ~ • .!_ > è un rappresentante di f" , 
a 11 ora è : 

< !,.!?.> + (<~._g_> + < ~ • .!_">) = (<' !,.!?..> +(~._g_>) +(~,.!.l'-
Ora si ha: <!,.!?.>+(<'.~._g_>+<~ • .!_>l = <!,.!?.> + (~+~, _g_+.!_)' = 

= < !+(~+~l , .!?_+(_g_+.!_l > = < (!+~)+~ (!?_+il+.!. > = 

= < !+~ ' !?.+i> + < ~ • .!_>= 
= ( < !,.!?. > + <~,Q > ) + < ~ • .!_ ;> 

11.2.4.-Teorema La somma degli interi ha uno ed un solo elemento neutro, 
che indicheremo con w ,cioè w è l'unico intero per il 
quale è « + uJ = o( 

Dim.Sia < !,.!?.> un rappresentante di o/ e si consideri una coppia ordinata 

< .1:!_,-1:!_ > avente i due membri ugual i fra loro.E' < !•~ + < .1:!_,-1:!_ > = 
= < !+!:!_ , E_+!:!_ ) ed è < !,.!?. > ~ < ~+!:!_ , .!?_+!:!_ > perchè !+E_+-1:!_ = !+!:!_+.!?_ .Dun­
que ,se < !,.!?.> è un rappresentante di ol ,lo è pure <!+!:!_, .!?_+!:!_ > .Sic­
come,ovviamente,tutte le coppie ordinate,aventi i due membri uguali fra loro, 
sono equivalenti,esse appartengono tutte ad un medesimo intero. 
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Supponiamo ora che si abbia < ~.Q > + < ~.Q > - < ~.Q > cioè 

( i+~ • Q+Q >..., <~;~ ,cioè ancora i+~+Q = Q+Q+i . Ne segue ~ = d ,cioè 

< ~,Q> è un rappresentante di c,J ,che,pertanto,è unico. -11.2.5.-Teorema : Dato un intero ot ,esiste uno ed un solo intero ol tale 
che o/+ cl = w . Chiameremo questo ot. "opposto" di o( • 

Dim.Sia < i,Q > un rappresentante del l'intero ol e si prenda la coppia 

< Q,i'> .Sia ha· <i,Q> + (Q,i> = <i+Q, Q+i? e quest'ultima coppia -è un rappresentante di w .Allora ai resta definito come le classe delle 

coppie equivalenti alla coppia < Q,i'.> , se <i,Q> è un rappresentante 

di o( • 

Si abbia ora< a,b> + <~,Q> "-<I!,!:!.'> ,cioè <i+~, Q+Q> -v<L!.,!:!_>', 

ovvero !+~+!:!_ = Q+Q+!:!_ . Ne segue i+~ = Q+Q e, pertanto, < ~.Q '> ~ <~,i>: dunque -• ot è unico. 
II.2.6.-Teorema : Se ~ e (3 sono due interi qualsiansi , esiste uno ed un 

solo intero f tale che è ""- = ~ + j 
Dim.Si prenda ~ = al + (3 .Allora.se < i,Q> è un rappresentante di o( e 

( ~.Q > è un rappresentante di (" e,quindi, < Q,~ > è un rappresentan­

te di ~ , si ha < i•Q > + < Q,~ "> = < i+Q , Q+~;. ,ove quest'ultima cop­

pia è un rappresentante di j .Si ha < ~.Q > +< i+ Q , Q+9= 
= < ~+i+Q , Q+Q+~ > e quest'ultima coppia è equivalente e:: !,Q)perchè è 

c+a+d+b = d+b+c+a ---- ----

Inoltre j è unico.Se < ~.Q'> +< ~.'j_~.., <. ~.Q> ,si ha < ~+~, Q+'i>~ 

,.._ <~,Q.,. ,cioè:~+~+Q = Q+'f_+i • ~+Q+~ = 'f_+i+Q e < ~•'i>"'<~+Q , Q,~ > ~ 
,..., é.. ~.Q ') + < Q,~ > : ne segue che < ~.'j_ > è un rappresentante di f e, 

pertanto,! è unico. 

L'intero J tale che ol. = ~ + J verri! chiamato "differenza" di "( e 

~ e,per il T.II.2.6,si ha i = c1. + (i' 
II.2.7.-Teorema : Legge di semplificazione : se I){ +f.,= .,J + '(" allora è 

~=,. 
Dim.Se < i,Q>è un rappresentante di .,/ , < ~.Q > è un rappresentante di p 
e < ~,!.> è un rappresentante di -r , ot + ~ = ol + r significa : 

< i,Q;> + < ~.Q > .... <i,Q> + < ~,! ;> • 

< i+~ ' Q+Q > ...., < ~+~ • Q+!. > 
a+c+b+f = b+d+a+e c+f = d+e ---- ----

< ~,Q > N ,< ~•! ')' 
e,quindi, ~ = l . 
II.2.8.-Teorema : Se è!> ~, allora è < i,Q;>,., < !-Q, O> e,se è 

i < ~ , al !ora è < i•Q > ,... < O , Q-i -;,, 
Di~. Infatti a+O =i= Q+(!-Ql e !+(Q-!l = b = b+O per la definizione di 
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differenza di numeri naturali. 

Chiameremo "positivi" gli interi rappresentati da coppie ordinate <i,Q > 

con i > ~ e "negati vi" quelli rappresentati da coppie ordinate < i,Q > con 

i<~ .~.l'J.LtT.11.2.8 potremo sempre scegliere come rappresentante di un in­

tero positivo una coppia ordinata del tipo <( i,O> con iFO e come rappre­

sentante di un intero negativo una coppia ordinata del tipo <O,!!_> con 

btO. Infine.per rappresentare w potremo scegliere sempre la coppia ordi­

nata < 0,0 > . 
Si osservi che la definizione di "positivo'' e di "negativo" ha senso 

perchè , se < i,!!.> ,.., < ~-2. > ed i>.!!_ si ha pure~> Q e,analogamente, 

se è< i,Q> ,,._, <~,1> ed i<~ si ha pure ~( ~ .lnfatti,per la prima 

implicazione si ha : se è ,; i•~ "' < ~.Q'> e i">~~ allora i+Q = .!!_+~ , 

i+Q > !!_+i , cioè!!_+~> ~+1 e.pertanto, ~ > ~ .Analoga dimostrazione per 
la seconda implicazione. 

11.2.9.-Teorema : Se o( è un intero positivo , allora ";;f è un intero nega­

tivo e , viceversa , se al è un intero negativo , allora -r:/. è un intero positivo.Inoltre w = w 
Dim. Ovvia. 

11.2.10.-Teorema : Se o/. e~ sono due interi positivi , la loro somma 

ol + (3, è un intero positivo. 

Dim. Infatti , se < i,O > con ilO è un rappresentante di o/ e <!!_,O:;, 

con .!!_tO è un rappresentante di (l ,allora < i,O > + <!!_,O'? = ~ i+.!!_,O') 

e a+b I O. 
11.2.11.-Teorema: Se o/. è un intero qualsiasi , o al è positivo, o è 

Ol = w ovvero °' è negativo. 

Dim.Siccome l'ordinamento nell'insieme dei numeri naturali è totale (T.1.3.2), 

se <i,!!.> è un rappresentante di o/ ,allora o è i>~ ed o( è positivo.ov­

vero è i=.!!_ ed cJ. = w ,ovvero è i<~ ed ~ è negativo. 

§ 11.3. Ordinamento . Si consideri nell'insieme Z dei numeri interi la 

relazione : (:}. ?: (', se e solo se esiste un intero '( = (...) ovvero positivo 

tale che è ol = f.i+ -(. 
11.3.1.- Teorema : La relazione introdotta è una relazione di ordine totale. 

Dim.E' riflessiva : 01?, cJ.: infatti <oJ = <:J. + '-\) . 

E' antisimmetrica: se -l?.(\ e ~~J.allora èe,l.=f .Infatti <J~/3 
significa c,J = ~ + '( con "( = t.v ovvero positivo e ~i ol. significa 

~ = .../. +b con ; =W ovvero positivo.Allora '<I...= f.,+y- = (ai +d )+y'= 

=d..+($" +r ),cioè J +"( = w. S = r ; ma.se j è positivo, r = 1 
è negativo.contro l'ipotesi che li sia positivo o uguale ad w •Dunque de-
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Ye essere f = W ,Cioè .J = ~ • 

E' transitiva : se è « l' (\ e (?i~{ ,allora è <Il':!''(" .Infatti 

fil ~ (\ significa al. = ~ +,( con i' =w o positivo e {!l'(IC' significa 

{' =., +l con S =w o positivo.Allora lll = f.. +ç =(~+E)+ I= 
= t/"+( [+I) • Ora l:. +; ,in quanto somma di due interi positivi ovvero 

uguali ad ~ ,o è positivo ovvero è uguale ad,_., .Pertanto si ha °' ~r­
L'ordinamento è totale : se"' e {l sono due interi qualsiansi , o è °'~~ , 
o è "'= p o è ./ < ~ .Siano (i,.!!.> un rappresentante di o( , < ~.Q > 
un rappresentante di f.> , ~ Q,~ > un rappresentante di ~ e < i+Q,_!!_+~ > 
un rappresentante di ! = ,,z + f . Al 1 ora è ..t = -~ + j . Per 1 'ordinamento 

totale nell'insieme N dei numeri naturali , o è i+Q > Q_+~,cioè j è posi­

tivo e ol > (?, ,o è i+Q = b+c , cioè j = w e oc.=~ ,ovvero è i+Q< _!!_+~. 

cioè j ~ negativo e,per~nto, "f è positi!o : da "' = ~ +! segue : 

""- +j = (~+!) +j = ~ + (J +J ) = t3+...i = ~ ,cioè V<f,. 
II.3.2.-Teorema : E' .(>e» se e solo se o1. è positivo,è ol< w se e solo 

se ..C. è negativo e,inoltre,se IX è positivo e /1,, è ne-

gativo si ha O(> r-, . 
Dim. Infatti si ha ,I, = 1,11 + .i. e se e solo se Il( è posi ti va ne segue t( >w . -Se e solo se o1 è negativo.è ,-I positivo e &,\J =<il+ .J ,cioè w >O{ • 

Se poi o/.. è positivo,cioè è o/> c.ù ,e f., è ne_iativo,cioè è w > (3 ,per 

la transitività della relazione d'ordine,da oi'>we w>/3 segue O{'> f,. 
II.3.3.-Teorema : Se l'intero,,( è negativo.qualunque sia l'intero f'- ,si 

ha f<' '> r- + "C • 

Dim.Se <>I è negativo, ~ è positivo e si ha : 

( l'- + '<:il ) + ~ = r- + ( rJ. + <>I ) = ~ + ..J = r- , e i oè }'- ::, f- + a( • 

II.3.4.-Teorema : L'ordinamento introdotto nell'insieme Z dei numeri interi 

non è un buon ordinamento. 

Dim.Sia f il minimo,supposto esistente,in Z ed ~ sia un intero negativo 

qualunque.Allora.per il T.Il.3.3, si ha f<-+ GC.< l"' ,contro l'ipotesi che ,l'­
sia il minimo in Z.Pertanto Z non ammette un elemento minimo e l'ordinamen­
to non è,pertanto,un buon ordinamento. 

II .3.5.-Teorema : Monotonia della somma : e' ci!:: t, se e solo se è : 

<Y,+'('~ f',+(" 
Dim. cl~(!. significa ,J. = ~+D con~= w o positivo.Allora 

r1-. + -r= ( (!,+ .r l + r = /i + ( ;- + r l = ~ + ( y-+ s l = ( ~ + )'" l + J", 
: i oè cl, + ,- _? ~ + r . 

Yiceversa, ot +r ,k (\ + 'I significa I)(,+ y = ( ~ + 1 ) + rf' con 
S" = w o positivo.Ne segue 

~ + y- = ( ~ + ,.- l + S = ~ + ( ;- + fl = ~ + (J'" + f" l = 

= (r,+al +-, 

22 



e,perilT.II.2.7, o.=p,+~ ,cioè w!f... 
II.3.6.-Teorema : Se .,_ e (\ sono due interi positivi qualsiasi e < a,0> 

con i#O è un rappresentante di ..e e "- Q,0> con b#O 

è un rappresentante di ~ , a 11 ora è cl ,:: ~ se e so I o se 

èa'>b. - - -
Dim. ,('% r., significa .J. =~ +1 con '('=L,&J o positivo;allora se< .c:_,O> 

è un rappresentante di -r ,si ha <..i,O> ,,.., < Q,0> + < .c:_,O > = < Q+.<:_,0 > 
cioè a+O = O+b+c , a = b+c e,pertanto,a > b • - - - - -- -- -

Viceversa, se è i ~ ~ , è i = Q+E_ , , i• O > ,v i Q+E_ , O ) = < Q, O'> + 

+ <.c:_,O;:, .Dunque,se t i,O > è un rappresentante di "'- , ,:. È_,0,un rappre­

sentate di ~ e .( .<:_, O;>un rappresentante di r , si ha cA. = ~ + ,r- con 

'( = i,,.1 o posi ti vo_,cioè u.? (li 

§ II.4. Prodotto • Date due coppie ordir.ate "i,Q> e < E_,Q> se ne defi-

nisca cosl il "prodottol" : 

l a,b> <.. ~,i> = < a.~+E_.i 
I I. 4. 1. -Teorema Se è <i',Q'> ,._ <i,Q> ed è< E.'•Q'>.v 

~ <E.,Q > allora è : 

< i' ,Q' > . < E.' •Q'> ,V < i,Q > . < E_,Q> 
Dim. In / i•È. '> • < E_,Q '> incominciamo a sostituire la prima 

coppia <i,Q'> con la coppia equivalente <:i',Q'> .Si ha 

i+Q' = Q+i' e.quindi, 'i-E.+~-~+~• .Q+~• -~ = ~- (i+Q' )+Q. (Q+i') = 
= .<:_.(Q+i' )+Q.(i+Q') = a.Q+È_.E_+i' .c+b' .d , cioè < i•È. > . .( E_,Q> 
= < i-E_+È_.Q • i-Q+È_.E_ > ,.., < ~• .C+Q' •Q • i' ·Q+Q' • .<:_ ) = < i' ,Q'> · 

< E_,Q '> 
Sostituiamo ora la seconda coppia < E_,Q> con la coppia e-

quivalente e::.<:_' ,Q' '> .Si ha .<:_+Q' = _Q_+.<:_' . Allora : 

i'-E_+Q',Q+i'•Q'+Q'·E.' = i'.(.<:_+Q')+Q',(Q+.<:_') = i'.(Q+.<:_')+Q'.(.<:_+ 

+Q') = i' .Q+Q' . .<:_+i' . .c:_'+Q' •Q' , cioè< i' ,Q' > . < E.•Q > ~ 
~ < ~',Q' > . <.<:_',i'> perchè <i',Q' > . ..; E_,Q > = 

= <::: i' .E_+Q' •Q • i' .Q+Q' ·E.> ,.,, < ~· . .c:_'+Q' ._Q_' • i' •Q'+Q' ·E.''> = 
= <i' ,Q' > . < ~',Q' '> .Per la transitività della relazione 

di equivalenza.si ha < i,Q > • < E_,Q > ~ t: ~• ,!!_' > . < .<:_' ,Q' > 

Quanto sopra significa che l'intero r cui appartiene 

< i-E_+È_.Q , i-Q+È_.E_ '7 non dipende dai rappresentanti < i•È. > 
di ci. e < E_,Q-,. di ~ .Ne segue la definizione di ".E_!'.odotto 

Q.!__Q~~-~T!.!.~i::.~" o1.. e -~ come quell'intero r cui appartiene i 1 

prodotto di un rappresentante di ~ per un rappresentante di~ 

11.4.2.-Te~i::.~'!'.~ : Commutatività del prodotto : 4'. ~ = (1,. r:,/ 
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Di:n. Se (!•È.'> è un rappresentante di cie. e < ~JQ > è un rap-

presentante di (3 ,si ha : 

( !•È. ) . < ~.Q > = < !-~+È_.Q • !-Q+È_-~ > = <. ~-!+Q-È. • È.-~+!-Q ") = 
= < ~-!+Q.È_ • ~-È_+Q-!)= < ~-Q> . < !·È. > 

Pertanto è oL • ('> = ~ • o1 

II.4.3.- Teorema : Associatività del prodotto QI. .( ~-yl = (cl--~).{" 

Di:n.Se <. a,b > è un rappresentante di "' , ,:. ~.Q.,. un rappresentante di~ 

e < ~ . .!_.,. è un rappresentante di r , si ha : 

~ !,Q > .( <. ~.Q> • < e,f > ) = < !,Q> . < ~-~+Q • .!_ , ~-.!_+Q-~ ? = 
< a.(c.e+d. f)+b. (cf+d.e) , !· (~ • .!_+Q.e)+È_.~-i+Q . .!_) "> = 

= ( a.c.e+a.d.f+b.c.f+b.d.e , a.c.f+a.d.e+b.c.e+b.d.f > = 

= < (!-~+È_-Q) -~+(!-Q+Q-~) • .!_ • (!-~+È_-Q) . .!_+(!-Q+È_-~) -~ '> = 

= < !-~+È_.Q • !-Q+Q-~ > . < ~-.!. > = ( ,( !•È.> . < ~.Q,). ~ • .!_; 
Quindi il teorema. 

II.4.4.- Teorema : Il prodotto degli interi ha uno ed un solo 

elemento neutro che indicheremo con }A- ,cioè t' 
è l'unico intero per il quale è oJ. f = "',qualunque 

sia l'intero o/ 

Dim.Se < !,Q:,, è un rappresentante di .J. ,si consideri l'intero f- avente 

come rappresentante la coppia ordinata <. 1,0 > .Si ha<. i•È.;,. <.1,0 > = 

= ( !-1+Q.O , !-0+!!_.1 > = <: !,Q > ,cioè ...i . r- = o1 . 

Inoltre ,- è unico. Intanto r- non può essere negativo,perchè,se fosse 

negati va, si avrebbe, se < !·O ') è un rappresentante di ~ e < O.!!_"> è un 

rappresentante di I"' , < !·O ">. <.O.!!_> = < O, i•!!.> ,cioè ot.)'- sarebbe ne-

gativo e,pertanto,essendo t( positivo.non potrebbe essere at ·r- = Cl' • 

Non può essere nemmeno 1"- = w ,perchè,se < i•È.:,, è un rappresentante 

di \l ,si avrebbe < i•È. '>. < 0,0 '> = < 0,0> e,per o( generico.è ot I..,). 
Dunque r deve essere positivo : sia < _l!_.0 > un rappresentante di f'-· 

Se .l è positivo con < i-0> suo rappresentante.si ha <!,O> • < _l!,0"> = 

= < i·.!!. , O:> ~ ,t !,O '> ,cioè !-U = i , _I!_ = 1 e < 1,0 > rappresen-

tante di/"-. Se o/. è negativo con < O,i > suo rappresentante.si ha 

< O,!'> • < _l!_,0 '> = < 0,!--1:! > ,,.,, ✓ O,!:, ,cioè ancora i=!·-1:! , _I!_= 1 
e < 1 , O -, rappresentante di r . 

Seè-.J. =w ,si avrebbe <0,0> .<_l!_,0.,. =< 0,0'> ed_l!_potrebbe 

essere qualunque 

qualunque sia -.J. 

II.4.5.- Teorema 

, ma solo inquesto caso : se deve valere sempre <:i, ·J'- = ~ 

,deve essere _1!_=1. 

: Distributività del prodotto rispetto alla somma : 

0<-.( ~+r l = oL. f., + .:J -t 
Dim. Se < !•È.'> è un rappreesentante di ~ , <'. ~.Q > un rappresentan-

te di r, e ~ ~•.!. '> un rappresentante di r- ,si ha : ,,, 
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<!,E.> . ( < ~._!! li + < ~.f., ) = < !,E. , . <: ~+~ • _!!+f. , = 

= <' ! · (~+~) + E.. (_!!+f.) • !- (_!!+f.) + E..(~+~) > = 
= ~ a.c+a.e+b.d+b.f, a.d+a.f+b.c+b.e "> = 

= ~ (!-~+.!?_._!!)+(!-~+f. • .!?_) • (!-.!!+.!?_-~)+(!-!+.!?.-~) > = 

= < !-~+.!?_._!! • !-.!!+.!?.-~ "> + < !-~+!-.!?. • !-.!.+.!?.-~ > = 
= < !,E. > . < ~._!!. :) + < !,Q ) . <~.f., 

II.4.6.-Teorema : Distributivita del prodotto rispetto alla differenza 

ot- .((,-,> = «-(\-c1--r 
Dim. al. • ( ~- f'l = et . ( ~ + y-) = Ili. • (?. + bi . ":f = ~ · ~ + ( f>l. • r) = 

=~-r.,-a1.., 
11.4.7.-Teorema Legge di annullamento del prodotto: è ,1.. ~ = w se e 

solo se è rJ. = w oppure è ~ = w . 
Dim.Supponiamo,per assu:-uo,che sia o/. che ~ siano diversi da w ;allora o 

sono entrambi positivi (primo caso),o sono uno positivo e l'altro negativo 

(secondo caso),ovvero sono entrambi negativi (terzo caso). 

Nel primo caso.se,:: !,O)è un rappresentante di o/ con !IO e < .!?_,0> è 

un rappresentante di {'-> con .!?_IO.si ha < !,O> . < .!?_,0"> = < !·E. , O'> 

con !-.!?_IO : pertanto <!·E., O'> non può essere un rappresentante di l.<J 

Nel secondo caso.supponiamo o/. positivo con il rappresentante < !,0> con 

!IO , e (!, negativo con il rappresentante ,;, O,.!?_> con .!?_IO .Allora si ha 

< !,O ~ . <O,.!?_> = < O,!·E. > ancora con !-.!?_IO, 
Nel terzo caso.se ._O,!') è un rappresentante di o/ con !IO e 

< O,.!?_ '> un rappresentante di (3 con .!?_IO.Allora .:::. O,! .>. <O,.!?_>= 

= <'O, a. b > , sempre con !-.!?_IO. 

Pertanto,se sia ol che (?, sono diversi da l.<l ,non può essere Ql. ~ =l.<.l. 

II.4.8.-Teorema Il prodotto Qi. (} è positivo se e solo se sia ,.; che 6 
sono entrambi positivi oppure sono entrambi negativi ; il 

prodotto -t -~ è negativo se e solo se uno dei due fatto­

ri è positivo e l'altro è negativo.(Legge dei segni). 

Dim.Se ol. è negativo con rappresentante< O,!"> ,!IO , e f., è positivo.con 

rappresentante ~ .!?_,O> ,.!?_IO, si ha : < O,! , . <:.!?_,O> = < O,!·E. ">, 

a.blO e,pertanto è .t (3 < W. 

Se o: è positivo con rappresentante < !,O > ,!IO,e {?. è positivo con 

rappresentante < .!?_,0> ,.!?_IO , si ha < !,O > . < .!?_,O > = < !·E. , O > con 

!-.!?_IO , cioè o/. . ~ è positivo. 

Infine,se o/ è negativo con rappresentante < O,!> , !IO e p è negativo 

con rappresentante < O,Q'> , .!?_IO , si ha < O,!> . < O,.!?_> = < !·E. , O> 

con !-.!?_IO, cioè "'-. ~ è positivo. 
Avendo esaurito tutti i casi possibili,il teorema risulta dimostrato. 

I I.4. 9.-Teorema : Legge di semplificazione del prodotto : se è ai I w , 

25 



e si ha ". f> = 9l . 'I ,allora è f> = 1 . 
Dim.Sia < ~ • .!!_-;, un rappresentante di (i e ,:;, ~ • .!_ '> un rappresentante di 

y. L'ipotesi al I,,.; significa o o/ positivo con rappresentante <!,O>, 

!ID (primo caso) ,oppure G/ negativo con rappresentante < O,Q > ,QIO (se­

condo caso) . 

Nel primo caso si ha : < !·O~ . ,:: ~ • .!!_ > ,., ~!,O> . < !•.!.:,, .Questo 

implica : < !-~ , !·Q >;,, ~ !·! , !-.!. > , !-~+!-.!. = !•Q+!·! , !-(~+.!_) = 

= !-(.!!+!) • ~+.!. = Q+! e,pertanto, ~ ~ • .!!_ ') "'<!,.!. > cioè ~= r 
Nel secondo caso si ha: <0,Q'>. '-~,.!!_>,.,<O,.!!.~.<-!-.!.> .Que­

sto implica : < Q-Q , Q-~ > ,.. < Q-.!. , Q•! ~ , Q-Q +b.!= Q-~~-.!_. 

Q.(.!!_+!) = Q.(~+.!_) , .!!_+~ = ~+.!. , ~+.!. = .!!_+! e.pertanto, .e~.~,,., < !,.!. '>,, 

cioè r.i = 1 . 
I 1.4. 10.-Teorema : Se è .,/? ~ e '( > w allora è .t.. f" .!:. p · t . 
Dim. al~ ~ significa d. = ~ + ! ,con _f ~ &ù .Allora vi. f"'=( r + ! ).("= 

= ~- f' + ~ . ,.- con ~, . f"~ w .Dunque è ~. f" ~ ~ . f" 

I I.4.11.-Teorema : Se è "f > w e ol. 1 it ~. '("' ,allora è -. ~ f., 
Dim.Se fosse o! .t.. ~ ,si avrebbe (3 = -i + 5 con ! :i, 111 .Allora sarebbe 

~. r = ( cl. + j l. r = .). • (" + j - y- con f . r > w ;ne ~irebbe 

l'> · ( > oJ. (" ,contrariamente ali' ipotesi. 

§ 11.5. Rappresentazione dei numeri interi . In base al T.II.2.10 ed al 

T.11.4.8, l'insieme dei numeri interi positivi,insieae che iadidleremo con 

z+,è chiuso rispetto alla somma ed al prodotto.Consideri_, ora la corri­

spondenza biunivoca fra l'insieme N dei numeri naturali e l'insiea! z· 
che si ottiene associando ad ogni naturale! l'intero positiw o nullo che 

ha come rappresentante < a.o~. In base alle definizioni di - e prodot­

to.se 1. !,O') è un rappresentante di o/ e < Q,O;>un rappresentarne di ~ , 

alla somma !+Q resta associata la somma "'+ t> ed al p,,oduttu È.•Q resta 
associato il prodotto tt, .l .Inoltre.per il T.II.3.6, è.!>.!!_ se e solo 

se è .J. ~ ~ .Dunque la corrispondenza biunivoca considerata è un isomor­

fismo fra N e z+ ,.1 ~..,~ che conserva somma, prodotto ed ordir ,to.Potremo 

quindi identificare formalmente z+ u t...,} con N (ricordando,per-0,che un nu­

mero naturale ed un numero intero sono due concetti ben distinti) nel senso 

che, se o/ è un intero positivo con rappresentante ~ !,O > , inYece di .( 

scriveremo semplicemente! nella numerazione introdotta.per ese-pio quella 

decimale.ed invece di w scriveremo O.Per quanto riguarda gli interi nega­

ti vi, poichè se (. !,O> è un rappresentante di «: > ..J ,è ,< O,!> un rap­

presentante di ;f < w , indicheremo un intero negativo (! con rappresen­

tante < D,Q > con il simbolo{per es.decimale) Q, distinguendolo in qual­

che modo dai simboli per i numeri positivi.per esempio scrivendolo in colo-
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re diverso (i "numeri rossi" dei bancari).Però l'uso più comune è quello di 
scrivere in questo caso -E_. 

Poichè,se < a,b ') è un rappresentante di " ,allora ~ b,a "> è un rap-- - - --
presentante di ';J e ( ;;i ) = ..( ,si ha -(-il = i . 

Converremo poi di sottointendere sempre nelle espressioni il simbolo"+" 
di somma fra due interi.scrivendo dunque,per esempio (i+(-E_))+(-~) cosl : 
(i-E_)-~ .Porremo inoltre ~ =1 , ;; =-1 ,dove.ricordiamo, f'- è l'elemento 
neutro del prodotto di interi. 

E' uso comune nell'insegnamento introdurre gli interi come "numeri con 
segno" : questo equivale ad introdurli come insieme quoziente del prodotto 
cartesiano dell'insieme i+,-} per l'insieme N,quando si prenda come re­
lazione di equivalenza la identità.Cioè due coppie saranno equivalenti se 
e solo se hanno gli stessi elementi nel medesimo ordine .. Naturalmente poi 
occorre strutturare l'insieme ottenuto in modo opportuno. 

§ 11.6. Valore assoluto. Sia Q( un intero positivo con rappresentante 
< i,O ) , i#O . Chiameremo "valore assoluto" di o/ i I numero naturc:le a. 

Se l'intero ol. è negativo con rappresentante< O,i ') , i#O , continueremo 
a chiamare "valore assoluto" di .,/ il numero naturale a.In entrambi i ca­
si indicheremo il valore assoluto di o/ con ]<li \.Infine.se è 0/. = ~ ,por­
remo (iul= O. 

Con queste convenzioni ,si ha J ol l = I ;J I 

§ 11.7. Ulteriori proprietà del prodotto di interi. 
11.7.1.-Teorema : (d.+ p ) = o/. + (3 
DimSe < i,E. > è un rappresentante di "' e < ~.Q '> è un rappresentante 
di (?, , si ha che < ~+~ , Q+d > è un rappresentante di '>I + f:, e < Q+Q, 
i+~)' è un rappresentante di (<:li.+~) .Ora <E_,~> è un rappresentante di 

:[ e < Q,~ > è un rappresentante di (l : al !ora " E_,i > + < Q,~ '> = 

11.7.2.-Teorema : d ~ = :i. ~ = ( oL. ~ ) 

Dim.Se ~ i•E. '> è un rappresentante di ../ e.quindi, " E.·i > è un rappre-
sentante di ';;Z" , e .( c,d > è un rappresentante di ~ e,quindi, < Q.~ '> 
è un rappresentante di (\ , si ha : 

<-i•E. ') . < Q.~ > = ~ ~-Q+E_-~ ' i-~+E_-Q '> 

<_I?_-i ') . < ~--2. = < !!.-~+i-i ' E.-Q+i-~ '> 

<-i-E.) . ~ ~-Q 
11.7.3.-Teorema : 

= ~ ~-~+-1?.-i' ~-i+!!.-~ .,. 
Se è al:~-'( ed è"' #0 ,ailora è 1.t\= l~\-lrle 

1~\.?. l(ll 
Dim.11 teorema viene dedotto dalle corrispondenti proprietà dell'insieme N. 
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11.7.4.-Teorema: Se è d.= ~-1 e lf\ \> l..t \ allora è al= O. 

Oim.Segue dall'essere lei\ = 1 ~ \ . 1-r \ e dalle proprietà dei numeri natu-

rali. 

S II.8. Algoritmo della divisione . 

11.8.1.-Teorema : Dati due interi o1 e (3 con (3 # O , esistono sempre due 

e due soli interi f e.ftaliche«. =(S-f+ f e 

O!.r</f1I 
Dim.A)-Se o< e (3 sono entrambi posi ti vi ,questo teorema si riduce al l' analo­

go sui numeri naturali per l'isomorfismo considerato al§ 11.5. -B)-Sia oi positivo e ~ sia negativo : allora r,, > O e,per A).esistono 

due interi f' e f' tali che o<= (3. <f'+ f' con O ~ r'.: I /1 I =Ji! I. 
Ne segue o{= ~ .,f1 + f' con O~ f' < '!I-Basterà allora prendere f = 4'' 
e f = 1 1 per avere gli interi richiesti. 

C)-Sia ol negativo e ~ sia positivo : allora 7 è positivo e,per A) ,esi­

stono due interi 'f' e f' tal i che °l
1 

= f. .cf' .:'.:. f' con_o ~ ~•~I~ I . 
Ne segue o( = ( (3 3' + ~ 1 

) = ( (i. f )+ f' = ~ . tf' + f 1 + f.> + ~ = 
- I \ - -= ·f-l'f +1)+ ~ + f' = f., .('f + 1)+( {3+f 1

) • Ora~ ~ 1 < _?,cioè è 

(l + ~· ~ ~ = l(!I .Inoltre è l~l = (3 :,, t' ,cioè_} + f' > r '+r' =O.Dunque 
basta prendere 'f = ( '( +1) = éf' -1 e f = ~ + '?' per avere gli interi ri­
chiesti. 

D)-Se" e~ sono entrambi negativi,'-; e~ sono entrambi positivi e,per A), 

esistono due interi '(' e r' tal i che ol = {)..:. '/' + f' con ~ s f' < 'tl =I~ 1. 
Ne segue : al = _( ii..:_ f' + f • ) = ( 7i . ~, ) ~ f, =I,. <f' + r; • + r-, + ~ _::, 

= (3 .( Gf 1+1)+(~ +f') . Ora è O~~ + ~ 1<);'!1 =\~I .Infatti I~ I = 

=i>~• , ~ + f''>I' +f' = O.Inoltre,essendor' < 0,si ha I~\ =liii= 
= t\ > (r + f' .Basta dunque ~tndere f = cf'+1 e f = () + f' per avere gli 
interi richiesti. 

Infine.dati ,,( e r-, con ~ #0 , gli interi e( e f sono unici .Supponiamo 

che si abbia~=~ ·'f +f = ~ ·f' + f' con 01 f <'lf\ I e 01.r'c 1/1 I 
e,peresempio, t/>f .Da <l-<f+ f' = ~-<f1+e1 segue; __ _ 

(S·<l + r ... F-1-c~.q'J = ~-~' ... r'• i'"+l~•c.t'J 
(S 1 ., + {J ' 7 lf') : f 1 + i I ~ e 'f -" ~ 1 ':; ~ 1 

-t ! 
Dunque r.,I r' + J .Ma f'+ f < ~·=I f 1l c: (fil e r' ► ( implica r' + 

+ f > o • Pertanto r' + f =I f' + f I(' I 13 I e r' + f = o.cioè r' + f + f = 

= ~ e f> 1 =f ,contro l'ipotesi f'> f .Ma f = f implica ~. cf = 

= ~. tf' e.essendo ~#O,'{ =Cf'. 

§ II.9 .Potenza. 

di un intero ol. 
Definiamo "potenza ad esponente _!!,con .!! numero naturale, 

#O"quell'intero che si ottiene ricorsivamente nel modo 
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qui sotto indicato o 
\ ./ = 1 
1 O( n* = al n. o( 

Da questa definizione e dalle proprietà del prodotto segue che , per 

<:I. IO , "'- n è un intero ed è unico.Si ha poi : 
O 1 O* O 2 1 * 1 ., a. =1, o(= Cli = o/. .<>/. = 1.~ =o(, Ql = OI = o! . rr.. = ~.o( 
3 2* 2 _ I -1 o.. = ol = ol . o{ = ( ,;,( • <l{ ) • ,;x. = ""· ct . o( etc . 

Pertanto.per ~ '> 1, oe n è i I prodotto di n fattori ugual i ad o< • 
Se n è pari , n=2.m , m ~ 1 , si ha 

« 2.m-= ( ~. ot ).(;.-;,,I) . ... ,(.i . 01 ) > o 
Se.invece, n è dispari , n=2.m+1 , si ha 
lll 2.m+1 = ( <li.. ~).(!il~ .,i) . .... ( ..t. ot ). o. 

e Ili. 2-m+1 risulta positivo se è 0(> O e risulta negativo se è ate: O . 

II.9.1.-Teorema : Se è <li IO , allora 1)/m. « n = ot m+n 

Dim.Sia S l'insieme dei numeri naturali n tali che,per o( #0 ed m fissati, 

valga il teorema.Lo zero appartiene ad S-: infatti o{ m.l>( O= ; m_ 1 = 

= cl. m = ,o( m+O . Supponiamo ora che n appartenga ad S.Allora : 
d-.. m • 1:11. n* = 01. m. ( ~ n. ot ) = ( l:.t in_ o(. n) . o( = oL m+n. cx = 

= <:J.. (m+n)* = 01. m+n* .Dunque anche !1.* appartiene ad S e,pertanto,S=N. 

11.9.2.-Teorema : Se è r;J #0 , allora ( t,1. m)n = o( m.n 

Dim. Sia S l'insieme dei numeri naturali n per i quali.fissati Ot #0 ed m, 
vale il teorema.Lo zero appartiene ad S :-infatti ( ot m)O = 1 e 'llm.O = -

= ~ O = 1 . Supponiamo che n appartenga ad S.Al !ora : ( Ol m)n* =( o/m)n. o<, m = 
·= o( m.n_ ot m = o/. m.n+m = 0(-m.n* 

partiene ad S e,pertanto, S=N. 

, cioè,se !1. appartiene ad S anche n* ap­
) 

§ II.10 •. Divisibilità Diremo che il numero intero (!. divide il numero in-

tero <>( e seri ve remo " (3 } « " , se esiste un intero j ta I e che si abbi a 

(i.. = (3 • --r 
Ne segue che lo zero non divide alcun intero.Un intero o( verrà detto 

"unitario" o "regolare" se esiste un intero (I., tale che si abbia o,!. (l =1, 
cioè se ot \1 . Ovviamente un intero unitario è diverso dallo zero. . -
11.10.1.-Teorema : Gli unici elementi unitari in Z sono 1 ed 1 (= -1). 

Oim.Intanto,avendosi 1.1 = 1.1 = 1 ,gli interi 1 ed 1 sono unitari.Suppo­

niamo ora che esistano due interi ""-e{', tali che si abbia 1)/.. r-, = 1 e, 

quindi ,pure j cl.\· \ ~ \ = 1 = 1.Per i I T. I I. 7 .3 , si deve avere l"- I~ 1 
Ma è ~ = 1. ot ,cioè 11 ol ed anche 1 \ I ol \: allora \ 1\ = 1 ! I al I . 
Per l'antisimmetria della relazione"::. ", ne segue lai\=\ 1 \ = 1, 

cioè cJ. = 1 ovvero ol = T .Dunque 1 ed T sono gli unici elementi unitari. 

II.10.2.-Teorema: In Z la relazione" o( lr-, "è riflessiva e transitiva. 
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I noi tre,se J\ ~ e ~ I o< , allora o è rx = (J ovvero - . è I)(. =(3 
Dim.A)-E' riflessiva: infatti otla( perchè è d..= 1.cl 
B)-E' transitiva : se o(\~ e ~lf" allora otJr .Infatti, o(\~ vuol di­

re che esiste un intero ,! tale che p = .J. .$ e ~V vuol dire che 

esiste un intero g tale che "( = ~ - ~ .Ne segue '( = ~-E.= 
= (al .b ).! = ol .($ .t), cioè o1,.j'(' . 

C)-Supponiamo ora che o(\p e che (! J ,1.. .Allora deve essere o o!.= (3 -oppure d.= (l .Infatti .t I~ vuol dire che esiste un intero J" tale che 

si abbia ~ = ~. r e i1o1 vuol dire che esiste un intero .r tale che 

o1. = ~ . S .Al !ora ~ = ~ . .r = ( d. f' ~ J" = o1. • ( r- J" ) e (" . .r =1, 
cioè,per il_T.II:20.1, o i$= 1 o è E = 1.Quindi o/.= p .1 = (3 oppure 

è..l=B,-1 =P.,.1=r--
Dunque in Z la relazione " cl/(!. " non è un ordinamento parziale , non 

essendo antisimmetrica. 

II.10.3.Teorema: o<I <I. 
Dim. Infatti o/. = 1. "J. = 1. '>( 

I!.10.4.Teorema: Se ol) (3 e f' è un intero qualsiasi,allora a{ j ~-l · 
Dim.Se ,t\~ vuol dire che esiste un intero .f tale che ~ = r,1..J' ·.Al-

i ora ~ . r = ( "'- . J' l - "(" = .J . ( ~ · , l · 
II.10.5.-Teorema : Se l'intero ,J. divide l'intero~ e divide pure l'intero 

-(" ,al !ora e(,\ ( ~ +1 ) e oe. I ( ~ - 1). 
Dim.Se J.. \~ vuol dire che esiste un intero $ tale che ~= .J .S e,se 

ot \ r vuol dire che esiste un intero E. tale che "1= o/. .E_ .Allora : 

~i-I°= oc-f .:!:. <>L-l = 01..($ .± ~) · 

§ II.11. Massimo comun divisore. Chiameremo "massimo comun divisore" di due 

interi ,./ e (3 , con ot IO e (l IO , que 11 ' intero, che indi che remo con ( o< , 
(J. ) , ta 1 e che : 

1)- divide sia "' che ~ 

2)- se un interocf' divide sia cl. che (3 ,allora .tj(o1,~). 
Siccome .r(i e siccome la relazione"\" è transitiva, se o" è mas­

simo comun divisore di due interi "'- e (3 ,allora anche "i lo è , cioè 

in Z il massimo comun divisore di due interi risulta definito a meJll!iP del 

segno, cioè di un fattore unitario.Per evitare ambiguita,se J è massi­

mo comun divisore degli interi ..L e~ ,riserveremo il simbolo ( oL, ~ ) 
all'elemento positivo della coppia g, 'f . 

Ne consegue che nella ricerca del massimo comun divisore di due interi 

al e {) , potremo sempre supporre lii.'> O e ~:, O ; altrimenti bastera pren­
dere gli opposti. 
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Ancora.siccome in Z vale l'algoritmo della divisione,in Z vale pure l'al­
goritmo euclideo delle divisioni successive per la ricerca di ( D(., p ). 
II.11.1.-Teorema: Se o/. e~ sono due interi qualsiansi,diversi dallo ze­

ro,è sempre possibile trovare due interi J ed '1 ta-
l i che si abbia : 

Q(•§ +(3-'IJ=(!>l.,@) 
cioè si può sempre scrivere il massimo comun divisore 
di due interi o/ e ~ come loro combinazione lineare a 
coefficienti interi. 

Dim.Si consideri l'algoritmo euclideo delle divisioni successive per lari­

cerca del (e/.,~ ) 

(li. = ~. if. + ~. 
C> = S'. . cf, + ft 

9, = </ l . <-f 1 + f l 
. . . . . . 

Dalla prima uguaglianza si ha : 

~.= tx'.+'f,-~ 
. Da 11 a seconda 

. 

f 1. = ~ + Y, · -f1 = f.i + ( °' + 'f, · ~ l • ~ = 
- - - 'l 

= B + oC. • 'f. + I-' · tf, · 'f ~ = 

= <>1-cf~+ ~-(l+ f,·fi,) 
cioè f,e f

1 
sono esprimibili come combinazione lineare a coefficienti in-

teri di o/. e (\ .Supponiamo ora che tale fatto sia vero per t> e per f 
> .... 1- ... " 

cioè supponiamo che si abbia : 
a =,if+(i 
>'\.o.-1 ' 
,, =ol f +I\ >-...- 1 S.z I" 

Avendosi 

ne segue: 

) "< : f .. -, + f .. • t • èf... : ( O( • f I + (l • 'I) I ) + ( .j • f Z + ~ • )t & ) • Cf ... : ... -
=Il(.( t, + f1 ·<f .. )+ ~-( '111 +"11& • .,,,. ) 

Dunque,sef,..ie f,..,sono combinazioni lineari a coefficienti interi di o( 

e di P., ,tale è pure f.,. .Ma f, e ( 1 lo sono : pertanto lo è pure qualun­
que f,· .Siccome ( <>I., f, ) è un f,• ,anche ( <i, (l )è una combinazione li­
neare a coefficienti interi di ..I. e (3 

Se è ( .:J, 0 ) = 1 , gli interi TJ. e 0 vengono detti "primi fra loro" 
ovvero "primi relativi". In tale caso,per il T.II.11.1,l'equazione 

al-! +(i-'1 =1 
a111T1ette certamente soluzioni intere che si possono determinare con l'algo­
ritmo delle divisioni successive. 
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II.11.2.-Teorema Se .,. e p sono due interi primi fra loro,cioè se è 

( 11 , (\ ) = 1 e se j è un intero diverso da zero.ogni 

divisore comune di .J . 'f e di ~ è divisore comune di 

"f' e di ~ 

Dim.Se è ( d.,~ ) = 1,e4sistono due interi ! ed "1 tali che : 

..t•! +~.')] =1 
Ne segue .J • J . f' + ~ • '1 . ., = -(' , ( .I. . '(") -~ + (\. ( 'l'I. y) = f" 
e, se E I ..-. . , e S I (\ , a 11 ora J° I ( ti . t' ) j e .f I ~ • ( 'I\ • f" ) 
e & l < è d. . , l.; + r.>. < , . 1 l l . cioè r f <" 
I I. 11. 3. -Teorema : Se .J. e (l sono primi fra loro e oi.. e (" sono pure 

primi fra loro , al !ora anche .J. e ~ • .(" sono pri-

mi fra loro. 

Dim.Se esistesse un intero 5 #1 tale che $'/al e 6 ) ~. 1 ,essendo ( °' , 
~) = 1 , ne seguirebbe che $ dividerebbe sia f" che 01. ,contrariamente 

alla ipotesi ( ..J • ,r) = 1. 

II.11.4.-Corollario Se ( <il. .~
1 

)=1,( v. •~1. )=1, ..• ,( ot, ~ ... )=1 , allo-

ra è pure (al , ~ .. ~a.· .... ~ .. .)=1. 
II.11.5.-Corollario Se è ( cJ. , (3 )=1 , è pure ( <>t n .~ n) = 1. 

II.11.6.-Teorema : Se è ( bl, ~ )=1 e ~lo/.. i ,allora {!> I r' 
Dim.Se (!. 1 <:J • ..,- ,è ( o/. • r , r,. )= r-, .Avendosi ( t,/., r )=1 per ipotesi, 

per il T.II.11.2,si ha ( (3, r) = 0 ,cioè r., I r. 

§ II.12. Interi primi • 

te partizione di Z : 

i o~ 

'( 1, 1 ~ 

< primi ~ 

t composti} 

In relazione al numero di divisori si ha la seguen-

.Jo zero è divisibile per qualsiasi intero di­

verso da zero: quindi ha infiniti divisori. 

i due elementi unitari hanno gli unici divi­

sori 1 e 1 
quegli interi ~ che hanno esattamente quat­

tro di vi sori : ~ , J , 1 , 1 . 
quegli interi che hanno più di quattro divi­
sori. 

II.12.1.-Teorema Se iT è un intero primo,allora (d., ii) = 1 se e solo 

se ii non di vide o/ 
Dim.Se ( o(, ii) = 1,allora ii non può dividere ,;; ,altrimenti si avrebbe 

( ~ , fi) = ii .Viceversa.se ii non divide "'- ,poichè gli unici divisori 

di ii sono 1 , 1 , 1ì , 1i' , si ha ( oc , ff ) = 1 . 

I 1.12.2.-Teorema : Ogni intero.di verso da O , da 1 e da 1 ,è un prodotto 

di interi primi.non necessariamente distinti fra loro, 

e di elementi unitari. 
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Dim.Se è cl.'> 1 , per l'isomorfismo fra l'insieme N dei numeri naturali e 
positivi,completato con lo zero.il teorema coincide 
i numeri natural i . Se è ol. .::, 1 , al !ora è :Z > 1 

l'insieme degli interi 
con quello analogo per 
eol=1.c1=T.; ed ancora si ricade nel teorema citato per i numeri 
naturali • Si osservi poi che un prodotto cf di elementi unitari è ancora 
un elemento unitario ( 1 ovvero 1 ) e,quindi, i I prodotto di o/ per 'f o è 

ancora r:/. ovvero è ~ 

II.12.3.-Teorema : La rappresentazione di un intero composto come prodotto 
di interi primi è unica a meno dell'ordine dei fattori 
e di un prodotto di elementi unitari. 

Dim.Segue dall'isomorfismo fra l'insieme dei numeri naturali e l'insieme de• 
gli interi positivi completato con lo zero e dal T.II.12.2. 
II.12.4.-Teorema : L'insieme degli interi primi contiene infiniti elementi. 
Dim.Per il solito isomorfiS,9'JllO fra l'insieme dei numeri naturali e l'insie· 
me degli interi positivi.completato con lo zero,è già infinito l'insieme 
degli interi primi positivi. 
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III. I NUMERI RAZIONALI ====--=---------== 

§ 111.1. La costruzione dell'insieme dei numeri razionali che daremo qui e 
la strutturazione di tale insieme è del tutto analoga a quella che abbiamo 
seguito per i numeri interi e, pertanto, diverse dimostrazioni saranno so­
lo accennate in quanto praticamente identiche a quelle date per le corri­
spondenti proprieta dei numeri interi. 

Consideriamo l'insieme delle coppie ordinate di numeri interi,con il se­
condo elemento diverso dallo zero,cioè il prodotto cartesiano dell'insieme 
Z dei numeri interi per l'insieme Z privato dello zero e definiamo in tale 
insieme la relazione ";v " nel modo seguente : 

< !,.!!.> ,v < ~.d , se e solo se è a.d = b.c 
ove !,Q,~,Q sono interi qualsiansi,con _!!.#0 e QIO. 
111.1.1.- Teorema: Se è a=O e < !,Q;, ,.., <~,Q7 ,allora è c=O e se è 

~=0 e < !,Q;. ,..., .: ~.Q > ,al !ora è !=O. 
Dim.Dimostriamo la prima del le due proposizioni . Se è !=0 e < !,Q,. ~ 
,.... ~ ~,Q'> allora è pure , per la definizione di coppie equivalenti , 

!•Q =_!!_.~.Ne segue !•Q =O=_!!_.~ , cioè ~=0 perchè _!!.#0 per ipotesi e per­
chè per il prodotto di numeri interi vale la legge di annullamento del pro­
dotto.La dimostrazione della seconda proposizione è analoga. 

Utilizzando la definizione introdotta e il T.111.1.1 si dimostra facil­
mente che la relazione cosl definita è una relazione di equivalenza. 

Le classi di equivalenza verranno chiamate ''numeri razionali'' o,sempli­
cemente,"razionali" , verranno indicate con le lettere greche minuscole ed 
il loro insieme,strutturato come vedremo,verrA indicato con Q. 

§ 111.2. Somma • Date le due coppie ordinate < !,.!!.> e ~ ~.Q, con b#O 
e d#O , ne definiamo la "somma" cosl : 

~ !,.!!.> + < ~.Q > = ~ !-Q+Q-~ • _!!_,d '> 

Si osservi che la coppia ordinata< !-Q+_!!_-~, _!!_.Q> appartiene ancora al­
l'insieme p~dotto cartesiano considerato perchè la somma ed il prodotto di 
interi è ancora un numero intero ed inoltre _!!_.Q#O perchè _!!.#0 e QIO. 

Inoltre la coppia < !-Q+Q-~ , _!!_.Q'> è ovviamente unica. 
Si dimostra ora facilmente che se è <!' ,_!!_';,,... <i,Q> , ~ ~' ,Q' >,.,, 

~ < ~.Q, ,si ha pure < !' .Q'+_!!_' -~• , _!!_' .Q';,"" ~ !-Q+_!!_.~ , _!!_.Q > cioè 
il razionale 'j cui appartiene la coppia ( i-Q+Q-~ , _!!_.Q > non dipende 
dal rappresentante < a,b > del razionale cr( e dal rappresentante< c, 
Q > del razionale /3 .Ne segue la definizione di somma di due razionali 
..l e (\ come quel razionale r cui appartiene la somma di un rapp·resen 
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tante di J con un rappresentante di /' • 
Se si sostituisce alla parola "intero" la parola "razionale" , alla re­

lazione di equivalenza fra coppie ordinate di numeri naturali quella in­
trodotta nel paragrafo precedente ed alla definizione di somma di rappre­
sentanti di interi quella di somma di rappresentanti di razionali , si di­
mostrano in modo analogo a quello seguito per gli interi le seguenti pro­
prieU : 

1)-Commutatività della somma: ol+ ~=~+O(. 

2)-Associatività del)a somma : ( <oi + (\) + y = ol. + ( ~ + 1) . 
3)-Esistenza ed unicità dell'elemento neutro della somma.elemento che 

indicheremo con w ed avente come rappresentante la coppia ordinata 
~o.~> con~ intero, diverso dallo zero. 

4)-Esistenza ed unicità dell'elemento opposto di un razionale "' : se 
I>/ ha come rappresentante < i,Q > -indi che remo ancora con ol , ha come 

dove i è l'opposto del 1' intero i 

1 'e I emento opposto di et , che 
rappresentante I a coppi a < a, b '> - -

5)-Esistenza ed unicità del razionale j soluzione della equazione 
o( = ~ + f con oL e [!. razionali assegnati.Anche qui il raziona­
le !, viene detto "differenza" di <>I. e f3 e viene indicato con 

l ="'-f... 
6)-Legge di semplificazione della somma : se è r:J.. + (" = f, + '{" al­

lora è -l. = (' • 

Come è stato fatto per gli interi.è possibile suddividere i razionali 
diversi dall'elemento neutro w della somma,in razionali "positivi" era­
zionali''negativi" . Dato un razionale ~ avente come rappresentante la 
coppia ~ i,Q) con QIO , è sempre possibile supporre Q intero positivo. 
!nfatti,essendo Q/0 , si avrà Q intero positivo ovvero Q intero negativo. 
Se Q è negativo.basta considerare come rappresentante di « la coppia 
< I,[> ,con Q positivo,coppia che è certamente equivalente alla coppia 
< i,Q :> ,avendosi i·!?. = i·!?. . 

Chiameremo allora razionali positivi quei razionali rappresentati da 
coppie con entrambi gli elementi positivi , mentre chiameremo razionali 
negativi quelli rappresentati da coppie aventi il secondo elemento posi­
tivo ed il primo elemento negativo. 

Si dimostra.sfruttando le proprietà degli interi positivi e negativi 
che la definizione data non dipende dal rappresentante.Inoltre.per la leg­
ge di tricotomia per gli interi (un intero o è positivo,o è negativo o è 
uguale a zero) , un numero razionale o è positivo, o è negativo ovvero 
è uguale all'elemento neutro della somma , cioè ad w 
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S 111.3. Ordinamento. In analogia con quanto fatto per gli interi,dati 
due raziona 1 i .l. e (\ di remo che è o('.? f., se e sol o se esiste un raz i a­
nale -r = ..> ovvero positivo tale che si abbia o/.= ~ +r . 

Si verifica che tale relazione è una relazione di ordine totale e che, 
come per gli interi',l'ordinamento introdotto non è un buon ordinamento. 
III.3.1.-Teorema : Con l'ordinamento introdotto , l'insieme Q dei numeri 

• razionai'- è "denso" , cioè.qualunque siano i razionai i 
<:>1 e (> con oc: .: f.> ,esiste sempre un razionale § 
tale che si ha cx < f < (\ • 

Dim.Siano < ~.E_, un rappresentante 
te di ('., con E_ e Q interi positivi. 

di "' e <..S:_,Q> 
oi < (! significa 

un rappresentan­
(3 - "' razionale 

positivo , avente come rappresentante < _!!. . .S:_-~-Q, _!!..Q > con _!!. • .S:_-~-i e 
E.•Q interi positivi .Sia < ~+.S:_ , _!!.+i> un rappresentante di ! .Per 
dimostrare che è al~ f basterà dimostrare che ! - o/. è posi ti va.Ora 
J - .t ha come rappresentante la coppia ordinata ~ (~+.S:_) ._!!.-(,!!.+Q) -~ • 
_!!..(_!!.+Q)'> e _!!..(_!!.+Q) è positivo perchè prodotto di interi positivi ; an­
cora è (a+c).b-(b+d).a = a.b+c.b-b.a-d.a = b.c-a.d cioè è positivo per 
ipotesi.Ne segue che f - ,,l è positivo e quindi è 
si dimostra che è j < (3 

~, f .Analogamente 

§ III.3.2.-Teorema : Monotonia della somma : è o<::: (3 se e solo se è 
c,I +(" ~ (?, + ("" • 

Dim.La dimostrazione è la stessa di quella adottata per numeri interi. 

§ 111.4. Prodotto . Date due coppie ordinate di interi < ~.,!!.> e <E,Q > 
con _!!.#0 e Q#O, se ne definisce il prodotto cosl : 

< ~._!!. > . .: .S:.,Q> = < ~-E ' E.•Q "> 

Come per gli interi , si dimostra che il prodotto di due coppie ordina­
te , equivalenti rispettivamente ad <~•E.> e a ,; .S:_,Q> è una coppia 
ordinata equi valente al prodotto di < ~._!!. '> per < .S:_,Q > . 

Possiamo allora definire il prodotto di due razionali ol.. e f3 come quel 
razionale cui appartiene il prodotto di un rappresentante di o/. per un rap­
presentante di f-, .Per quanto detto tale prodotto è indipendente dai rap­
presentanti di o1 e di (3 e,pertanto,la definizione è ben posta. 

Come per gli interi.anche per i razionali, si dimostrano le seguenti 
proprietà : 
1)-Cornmutati vità del prodotto : ../. (3 = (3 . v . 
2)-Associatività del prodotto: (o/.. (3 ). 1 = ..i.((). 1) 

3)-Esistenza ed unicità dell'elemento neutro che indicheremo con f'I- e che 
ha per rappresentante la coppia < !:!_,!:!.:, ,con u#O. 

III.4.1.-Teorema : Nell'insieme Q dei numeri razionali , ogni razionale di-
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verso da w (elemento neutro della somma) ammette uno 

ed un solo "inverso", cioè per ogni razionale o( JIIJ 
esiste un razionale ~ tale che si ha <>I.. (l = r- , 
con r' elemento neutro del prodotto (unità). 

Dim.Sia < i•È. > un rappresentante di 01. con !>_#0 , perchè è .,/ I w e con­

sideriamo il razionale ~ avente come rappresentante la coppia ,: !>.,i > 
nella quale è,come abbiamo osservato,i#0. Si ha < i,!>.> . .- È.•i> = 

= < i·È. , !>.-i > , rappresentante di "'2. (} .Ma < i·È.·È.·i > = ,: i-È.,i-J > 
è un rappresentante dir- ,elemento neutro del prodotto.Ne segue o/. • (l = 

= r- . Pertanto d ammette inverso . 

L'inverso trovato per oL è unico: infatti dall'essere (' i·È. >. ~ ~-Q> = 

= < i-~ , È.•Q > un rappresentante di t""" ,segue i-~= !>_._g_ e la copp_ia 

< ~.Q > è equivalente alla coppia < È.•i > ,cioè la coppia < ~.Q > ap-
partiene al ~ trovato sopra. 

I I 1.4.2. -Teorema : Dati due razionai i cl. e (> con {s #l1.J, esiste uno ed 

DimSiano < a,b'> 
- -- I 

un rappresentante 

un solo razionale '( tale che è ot.. = r,. -, . In al­

tre parole, l'equazione ol = ~. "( ,con ~ #Q.!nella 
incognita '{' ,ammette sempre una ed una sola soluzione. 

con !>_#0 , un rappresentante di cl e < ~.Q > , con QI0, 

di ~ ,dove.essendo (3 #G.J, deve essere pure ~#0. 

Consideriamo ora il razionale r che ha come rappresentante la coppia 

< i·Q , !>_-~ '> dove è certamente !>_-~#0 perchè,per ipotesi ,si ha !>_;tO e 

~#0. Dal! 'essere < ~.Q '). < i•Q , !>.-~ > = < i-Q-~ , i-È.-~ > ~ t!i,!>. "> 

segue ~. ,r = "" • 

Dimostriamo ora l'unicità di y .Sia ~ '!:_,J_ "> con y_#O una coppia or-

dinata tale che si abbia<' ~ • .s!_ '>. <!:_,'i_">,-.., , i,!>.> .Allora 

< ~-'!:_, Q-'i_>,.,, < i•È. > ,cioè ~-'!:_·È.= Q•1-·i e ,quindi, <.!:_,'i_> ;v 

~ e( i•.Q , b.c > cioè la coppia < !:_,'i_"> appartiene al razionale Y-
che avevamo trovato più sopra. 

Utilizzando I.e definizioni di somma , di differenza e di prodotto di 

razionali e la definizione della relazione di equivalenza fra coppie ordi­

nate , si dimostra , in analogia con quanto fatto per i numeri interi , 

che anche per i razionali valgono le proprietà distributive del prodotto 

rispetto alla somma ed alla differenza. 

§ 111.5. Numeri razionali e numeri interi . Nell'insieme Q dei numeri ra­

zionali esiste un sottoinsieme isomorfo all'insieme Z dei numeri interi. 

Consideriamo l'insieme dei razionali che hanno come rappresentanti delle 

coppie ordinate <i,!>.?, con !>_#0, tali che!!_ divida i-Se!>_ k , si ha 
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<!•E.> = < .!!.·E. , E_ > ,con .!!_ intero opportuno . La coppia < .!!.·E. , E.> 
è equivalente alla coppia ~ .!!_,1> (dove 1 rappresenta l'elemento neutro 
del prodotto fra interi) : infatti .!!·E.= E.·.!!. • Ne segue che ogni razio­
nale appartenente all'insieme considerato può essere rappresentato da una 
coppia ordinata < !, 1 > 

Consideriamo ora la corrispondenza che associa al razionale al. del 
nostro sottoinsieme di Q, l'intero!. Tale corrispondenza è ovviamente 
biunivoca ; per dimostrare che è un isomorfismo bisogna dimostrare che che 
il razionale f/. + (3 ha come corrispondente,secondo la corrispondenza in­
trodotta, l'intero _!+E_ e che il razionale ../.. r-, ha come corrispondente 
l'intero _!.E_.lnoltre la nostra corrsipondenza deve conservare l'ordinamen­
to , ossia si deve avere .., > ~ se e solo se è a '> b . 

Per quanto riguarda la somma ed il prodotto, la dimostrazione è imme­
diata • Infatti , se < !, 1 '> è un rappresentante di ol. e < E_, 1 > è un 
rappresentante di ~ ,si ha 

~ !, 1 > + < E., 1 > ,.._, ~ !+E_ , 1 > 

~a,1-,. <b.1::> ~.:! . .!?_,1:> 

' Per quanto riguarda l'ordinamento, sia < !• 1 > un rappresentante di o/ 

e < E_, 1 > un rappresentante di ~ e supponiamo che si abbia oi> (3, cioè 
che esista un razionale positivo '( con oL = (l + r .Sia < !:_,'j_> un 
rappresentante di 1 ,dove possiamo supporre sia!:.. che y_ positivi , dato 
che -r è positivo.Ora è < .!?_,1 > + < !:_,'j_-;,. = < .!?_.y_+!:_, y_ '> un rappre­
sentante di (\ + 'r ; ma ~ +-(" = o/. implica < .!?_.y_+!:_ , y_ "> IV <!, 1 '> 
cioè E_.'j_+!:_ = 1...·! Ora y_ divide il secondo membro di quest'ultima ugua-
glianza ed un addendo della somma a primo membro : pertanto deve dividere 
anche il secondo addendo!:.., cioè deve essere!:..= I-1... ,con I intero oppor­
tuno . Ne consegue che i 1 razionale(' ammette come rappresentante la cop­
pia < I• 1 > e,pertanto,appartiene ali' insieme considerato. Il razionale 

oJ = ~ +f ha quindi come corrispondente siQ ! che E_+~ ; sarà perciò! = 

• = Q+I con~ positivo, poichè sia!:.. che 'j_ sono positivi per ipotesi. Per 
la relazione d'ordine introdotta fra gli interi si ha allora a> b. 

Analogamente si dimostra l 'en•mciato inverso. 

§ 111.6. Per la costruzione dei numeri reali ci occorrerà un'altra proprie­
tà dell'ordinamento dei razionali positivi.espressa dal seguente postulato: 
che enunceremo nella forma seguente : 
POSTULATO DI EUDOSSO-ARCHIMEDE: Qualunque sia il numero razionale positivo 
d., ,esiste sempre un naturale ~ maggiore di 0/. 
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§ III.7. Rappresentazione dei numeri razionali.Abbiamo qui usato per la rap­
presentazione di un numero razionale una coppia ordinata a,b di numeri 
interi.con b!O,in quanto tale coppia risulta essere un rappresentante di una 
classe di equivalenza.classe che è appunto un "numero razionale".Questo mo­
do di rappresentare i razionali coincide con l'ordinaria rappresentazione me­
di ante "frazioni", dove i 1 primo elemento de li a coppi a è i 1 "numeratore" del-
1 a frazione ed il secondo è i 1 "denominatore". 

E' importante tenere presente,quindi,che una frazione non è un numero,ma 
solo un modo di rappresentare gli elementidi un certo tipo di numeri (i nu­
meri razionali) e che questa rappresentazione non è unica.Per esempio,un'al­
tra rappresentazione dei numeri razionali è quella decimale.dove ricordiamo 
che,in questa rappresentazione.la parte decimale risulta periodica.cioè le 
cifre decimali da un certo punto in poi si ripetono ciclicamente a gruppi di 
h cifre.con h detto "periodo" del numero razionale stesso. 
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IV. I NUMERI REALI ============== 

I numeri reali , come gli altri sistemi numerici , possono venire intro­
dotti in molti modi . Qui li costruiremo mediante i "segmenti numerici" ,co­
struzione che coincide sostanzialmente con la costruzione alla DEDEKlND con 
le partizioni o sezioni del campo razionale.ma che presenta dei vantaggi. 

S IV.1. I segmenti numerici e i reali positivi. Chiameremo"segmento numeri­
co" un sottoinsieme dell'insieme Q+ dei numeri razionali positivi , e lo in­
dicheremo con una lettera dell'alfabeto greco minuscola.per es.con °' ,ta­
le che: 

1)-Tale sottoinsieme °' non è vuoto.cioè contiene almeno un razionale 
positivo. 

2)-L' insieme o/1 ,complementare di o( in Q+ ,cioè l'insieme dei numeri 
razionali positivi non contenuti in oi ,non è vuoto. 

3)-Per ogni razionale positivo i appartenente ad o/. e per ogni razionale 
positivo a' appartenenete ad (){ 1 , è a< a' (separazione di ot e oc'). 

4)-Per ogni razionale positivo i appartenente ad O( esiste almeno un ra­
zionale positivo Q, pure appartenente ad c./ , con i< Q (cioè~ 
non ha massimo). 

I 
IV.1.1.-Teorema : Se i' è un razionale positivo appartenente ad ot ,per o-

gni razionale positivo Q' con Q' > i' ,si ha che Q' appar­
tiene ad ot 1 

I Dim.Se b' non appartenesse ad o( ,dovrebbe appartenere ad o,; e,per 3) ,si 
avrebbe Q' < i' , contro l'ipotesi. 
IV.1.2.-Teorema : Se, qualunque sia il razionale positivo i, appartenen­

te ad e(, il razionale positivo Q è maggiore di i ,al­
lora Q appartiene ad o<' • 

Dim.Se b appartenesse ad o< ,ne sarebbe il massimo, contrariamente a 4). 
IV.1.3.-Teorema : La condizione 3) può venire sostituita dalla : ogni razio­

nale positivo Q, minore di almeno un i appartenente ad 
o4 , appartiene esso pure ad O(. 

Dim.Supponiamo che valga la condizione 3).Allora , se è Q <.i, Q non può 
appartenere ad 6/ 1 ,perchè si avrebbe Q> i , contro l'ipotesi.Viceversa, 
se i' appartiene ad O(.' e i appartiene ad f>< ,è i'> i perchè,se fosse 
i' < i ,i' dovrebbe appartenere ad o,;,, ,contro l'ipotesi. 

Chiameremo numero reale positivo un segmento numerico ed indicheremo con 
R+ l'insieme dei segmenti numerici strutturato nel modo che segue. 

S IV.2. Ordinamento. Porremo,per definizione, d"' ~ se e solo se esistè 
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un numero razionale positivo che appartien,i (J ma che non appartiene ad o{. 

IV.2.1.-Teorema Se è o/<:~ ,esistono quanti si vogliano razionali posi-
ti vi che appartenegono f3 ma che non appartengono ad "( . 

Dim.Chiamiamo ~, un razionale positivo appartenente a~ ma non appartenen­
te ad ,x ,razionale positivo che esiste in virtù della definizione di ot<P. 
Sia poi ~2 un altro razionale positivo appartenente a ~ con ~2 '> ~, ,ove 
un tale ~2 esiste certamente per la condizione 4) del precedente paragrafo. 

Ora,per i 1 T. IV .1.1, ~2non può appartenere ad Q( , in quanto è ~2 > ~1 e 
~, non appartiene ad o( ,cioè ~1 appartiene ad «' .Partendo ora da ~2.pos­
siamo stabilire l'esistenza di un ~3.e cosl di seguito. 

IV.2.2.-Teorema : Transitività della relazione"< " : se è O(< f3 ed è 
(3 <I" ,allora è o/. <Y-

Dim.Se è ol< r, ,vuol dire che esiste un razionale positivo~ che non ap­
partiene ad ol. ma che appartiene a ~ e,se è ~ < l', vuol dire che esi­
ste un razionale positivo y_ che non appartiene a (3 ma che appartiene'(". 

Per la condizione 3) del paragrafo precedente è~ <.1. e,per il T.IV.1.3, 
~ appartiene a 'r . Pertanto ~ non appartiene ad .; ma appartiene a y , 
èioè è ol < I'" 
IV.2.3.-Teorema Legge di tricotomia : Dati due numeri reali positivi (seg 

menti numerici) <:>I. e (3 ,si verifica sempre una ed una 

sola delle tre alternative : o<~ ~ , o(.=~, ~ > f-> . 
Dim.Dati "' e 0 ,si presentano due possibilità : o vi è un membro di f., 
che non appartiene ad "' ,nel quale caso è o< < (3 ,oppure tutti i mem­
bri di 0 appartengono ad "'- . In questo caso , se succede che anche tutti 

i membri di "' appartengono a f., , e .J = (3 ,mentre se almeno un membro di 
<x non appartiene a ~ ,è ~ <. O( • 

§ IV.3. Somma . Dati due segmenti numerici cl. e (!i 
chiameremo loro somma l'insieme dei razionali positivi~=~+.!!_ ,do­

ve~ è un razionale positivo appartenente ad o1 e.!!_ è un razionale positi­

vo appartenente a f.> 
IV.3.1.-Teorema : L'insieme ./. + _li cosl definito è un segmento numerico, 

cioè è un numero reale positivo. 
Dim.In primo luogo I:)!. + f., non è vuoto , perchè nè ""- nè (3 lo sono. 
In secondo luogo,nemmeno l'insieme complementare (o/.+ f.,)' è vuoto.Infat­
ti ,per i 1 T. IV .1.2, se ~• è un elemento di «' e .!!_' è un elemento di ~' , 
~•+.!!_' non può appartenere ad ol + f., ,essendo,per qualunque a appartenente 

ad al. e qualunque.!!_ appartenente a ~ , ~•+.!!_' > ~+.!!_ . 
Sia ora~=~+.!!_ e _g_ <~.Allo~in Q+ l'equazione _g_=~-~ ammette una ed una 

sola soluzione_!: con _!: <: 1. (Se fosse r l:. 1,sarebbe ~-.!:=i~ ~.contro l' ipo-. 
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tesi .!!_ <.f).Allora si ha : .!!_ = .f·!. = (!+Ql-!. = !-!.+Q-!. , con !·!. < ! e Q•!. .:: 

< Q , cioè con!·!. membro di 6/ e Q·!. membro di f5 .Pertanto.!!_ = !-!.+Q•!. ap­

partiene ad "'- + ~ . 
Infine,sia .f = !+Q un elemento di 01 +(3 .Per la condizione 4) del § 1, 

esiste un !
1 

, ! e membro di "' .Allora ! 1+Q '> !+Q ed ! 1+Q è membro di o/. + (l 
IV.3.2.-Teorema : Commutatività della somma O<+ r, = ~ + « . 
Dim.Segue dall'essere in o+ !+Q = Q+!-

IV.3.3.-Teorema: Associatività della somma: <ti+((\+ j) =(o(+~)+~ 

Dim.Segue dall'essere in o+ !+(Q+~) = (!+Q)+~-

lV.3.4.-Teorema : Avvicinamento indefinito: Dato un numero reale positivo 

o/ ,per ogni razionale positivo~ si può trovare un mem­

bro a di o< ed un membro a' di O( ' con a' -a = x. - - -
Dim.Consideriamo l'insieme I dei numeri naturali.!! tali che,fissato un mem­

bro Q di e< ,si abbia che Q+_!!-~ non appartenga ad o. 
Tale insieme I non è vuoto : scelto infatti un qualsiasi membro!' di O(', 

si ponga!.= (!'-Q)/~.Ora !. è un razionale positivo e,per il postulato di EU­
DOSSO-ARCHIMEDE in o+,esiste un naturale~ con.!!-. !_.Si avrà 

con a' m6ibro di ~'.Pertanto il naturale n è membro di I ed I,in quanto in­

sieme di numeri naturali,ammette un elemento minimo !!1_.Allora o è !!1_ = 1 ,ov­

vero è m; 1. Se è m = 1, b+x non è membro di O( .Se invece è m # 1 , il teo-- --
rema è soddisfatto da!= Q+(!!l_-1).~ e da!' = Q+!!l_-~ 

IV.3.5.-Teorema: Si'3 ,:(~I(+~. 

Dim.Siano ! un elemento di o1 ,Q un elemento di~ ed!' un elemento di ct ' 

con!'-!= Q (T.IV.3.4).Si avrà che!' =!+!!_è un elemento di o/.+ (3 ma 

non di o/. . Pertanto è o( ..:: lll + f, 
IV.3.6.-Teorema : Se è O(.: (3 allora è o(+ Y- < 13 + -r . 

I 

Dim.Per la definizione della",: "e per la condizione 4) del§ IV.1,esisto-

not un ~ ed un 1. con ~ membro di ti ' e di (3 ,1. membro di (3 e con ~ <. 1.· 
Allora 1. appartiene ad a/' .Siano ora ~ un membro di re ~· un membro di .,... I 

con ~•-c = y-x (T.IV.3.4).Ne segue~+~• = J..+~; chiamiamo~ questo numero ra­

zionale.In quanto è~= 1._+~,con 1. elemento di ~e~ membro di 'f" .~ è mem­

bro di (!, + '("" . In quanto è ~ = ~+~• con ~ elemento di o< ' e ~• elemento di 

,r' .~ non appartiene ad o/.+, :quindi è o/. +y .::. r+ r . 
IV.3.7.-Corollario: Se è al j, ~ allora è e<+-, ~ r~+ 1 
IV.3.8.-Corollario : Se è ot. +p- g [3+ ;- allora è o<~ f3 

IV.3.9.-Teorema: Se è ot>f:, ,allora l'uguaglianza lll={J +§ ammette una 

ed una sola soluzione in R+ . 
. 

Dim.Incominciamo a dimostrare l'esistenza di almeno una soluzione.Siccome 

è f, « ,esiste un b' membro sia di 0( che di f '.Prendiamo in Il( un ! > b' 
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(per IV.1.4).L'insieme di tutte le differenze i-Q' (razionali e positive), 

chiamiamolo! ,è un segmento numericb.Infatti: 

i)-_! non è vuoto perchè in esso c'è almeno il razionale a-b' considerato. 

ii)- j' non è vuoto : vi appartiene ogni i' membro di o(' ,perchè è 

a' ,. .!!_ ,._al'-{', per ogni i 
i i i)- Se è ~ < i-Q' , è c+b' = ii ~ i-Pertanto i 1 appartiene ad « e 

appartiene a § 
~ = i1 - ~· f 

iv)- Per ogni i-Q' membro di J ,esiste un i 1 ,membro di « ,con .!!_1 > i-Per­

tanto è pure i 1-Q' membro di 5 e si ha .!!_1-Q' > .!!_-Q'. 
Ora il segmento numerico 5 è soluzione della o< = ~ +j" ,cioè per ogni 

2 , se 2 appartiene ad o< , al !ora 2 appartiene a ~ + j e se 2 appartiene a 

~ + j allora 2 appartiene ad « .Supponiamo.in primo luogo, che 2 appar­

tenga ad,,/ ma non a ~ .Esistono allora un 21 membro di o( con 21 > 2 ,un 

Q membro di~ ed un Q' membro di (1' tali che Q'-Q = 21 -2 ,cioè con 2-Q =~1-Q' 

Ora,dal fatto che 2 non è membro di~ ,cioè dal fatto che allora 2 è mem­

bro di 13 ',segue 2 ) Q,2-Q > O;21 -Q' è allora membro di Q+,cioè,per la defi­

nizione di ! ,essendo 21 membro di o( ,Q' membro di /3 ',è 21 -Q' membro di f 
Dal fatto che è 2 = Q+(21 -Q') segue che 2 appartiene a ~ + J 
In secondo luogo sia 2 membro sia di ol che di (3 .Essendo,per ipotesi 

~" o< ,esiste un E_' membro sia di f. ' che di « e,quindi ,pure un 21 mem-

bro di o( con 21 > Q' .Allora 21 -Q' è un razionale positivo che appartiene a 

§ .Siccome 2 appartiene a P., ,esiste un E_,membro di (3 ,con 2 ,: E_.Pertanto è 

2 < Q < Q+(21 -Q') .Ma Q+(21 -Q') è membro di (3 + J ,cioè 2 è membro di (3 + f 
Supponiamo ora che,viceversa,2 sia membro di /) + ~ .Allora è 2=Q+(i-Q' ).::. 

< Q+(.!!_-Q' )+(Q'-Q) = .!!_ .Pertanto 2 appartiene ad "' • 

La soluzione ~ della "'-. = ~ + f ,che abbéamo trovato.è unica.Se ci fos­

sero due soluzioni f, e ~, con f, I J, ,per il corollario IV.3.7,daf, lf,. 
seguirebbe f3 + f, I (3 + f, ,contrariamente ali' ipotesi che si abbia : 

(3 +\,=o( = ~+ft 
IV.3.1O.-Teorema : Dal! 'essere O( = (3 + f segue -<:, ~ 
Di m. Per i 1 I V. 3. 5 è (3 + ~ > ~ ne segue o< = f3 + 5 > (3 

S IV.4. Prodotto . Dati due segmenti numerici o1. e(, ,chiameremo loro pro­

dotto l'insieme dei razionai i 2 = .!!.·Q per ogni i membro di ot e per ogni Q 
membro di r . Indicheremo tale insieme col simbolo o<,/3 
IV.4.1.-Teorema : ol. (3 è un segmento numerico (un numero reale positivo). 

Dim. i)-.(~ non è vuoto : ovvio,perchè nè o/ nè (3 Io sono. 

ii)- ( «f, )' non è vuoto.Se i' è un membro di 01 1 e b' lo è di (l ',i'Q' 
non può certo appartenere ad d. /3 in quanto è a'b' > ab,qualunque 

42 



sia il membro! di ot e qualunque sia il membro!!_ di~(IV.1.2). 

iii)- Sia !è.= ab un membro di«'(\ e prendiamo un Q < !è_.Allora in Q+ l'equa­

zione d = c.x ammette una ed una sola soluzione r con r < 1.(Se fos---- -- - -
se .!:..l 1,sarebbe !è.·.!:. = Q,? !è_,contro l'ipotesi) .Allora Q = !è.·.!:. = (!-.1~)-.!:. = 

= !-(!!_ . .!:_) è membro di al(' ,perchè ! è membro di O( ,Q-.!:. è membro di /3 

in quanto !!_ è membro di (l e,d è Q·.!:. < !!_. 

iv)-Sia !è.= !•Q un membro di o1. p.i .Esiste allora un membro ! 1 di o( con 

! 1 > !-Nesague che !,i!!. è membro di o(/3 e ii·!!. > !•Q = !è.· 
IV.4.2.-Teorema : CommutativiU del prodotto : of (3 = f, " 
Dim.Segue dall'essere in o+ !·Q = Q·i. 
IV.4.3.-Teorema :Associatività del prodotto : al. ( (3 r) = (o//?,) t 
Dim.Segue dall'essere in o+ !-(!!_.!è_)= (!-Ql-!è_ 

IV.4.4.-Teorema :Distributività del prodotto rispetto alla somma : 

IX ((3 +y)=o(r+olt'"" 

Dim.Se ~ è membro di o/ ( ~ + r) ,è~ = !-(Q+!è_) = !-Q+i-~ e,quindi .~ è pure 

membro di o/. (3 + « ~ .Viceversa.se~ è membro di oi. (3 + o1 r ,sarà~=!-!!.+ 

+!-~ = !-(~+~) : quindi ~ è pure membro di o1. ( (1 + 1). 
IV.4.5.-Teorema :Monotonia del prodotto : è o/~ (3 se solo se è o1rJf-ì. 
Dim.Supponiamo,per esempio, e<.,.(', allora è d.= f3 + J e quindi è 

o1. r = /1,Y + {-r,. ('>Y .Analogamente per gli altri casi .Con la seconda leg­

ge delle inverse si dimosteeno~gli enunciati inversi. 

IV.4.6.-Teorema: Da ot'Sf3 e ,rsS segue o/f 5./3f 
Dim.Da a( 1r, segue «r ~ (\'I e da , ~ X segue ~r'"" ~f'[ .Per la 

transitività della "~ ",segue l'enunciato. 

§ IV.5. Segmenti numerici razionali .Tutti i numeri razionali positivi mino­

ri di un dato numero razionale positivo dato~, costituiscono un segmento 

numerico~ che verrà chiamato "segmento numerico razionale'' (numero reale 

razionale positivo). 

Dim. i)- (J' non è vuoto : siccome O è denso~esiste sempre almeno un numero 

razionale s* con O e:;~*< ~ ; pertanto ~* appartiene a o+ ed è mem­

bro di a 
ii)- o' non è vuoto : gli appartiene almeno~-

iii)- Sex è membro di o ,cioè se 

vo con ~ 1 <~appartiene 

è ~1 < ~-

a o 
è~< ~.allora ogni ~ 1 razionale positi­

,perchè da ~1 < x e da~<~ segue che 

i v)-Per la densità di o+,fra un membro a di~ ed s esiste sempre almeno 

un ! 1 con ! < ! 1 ..-.. ~ : pertanto ! 1 è membro di I, ed è ! 1} i· 
IV.5.2.-Teorema : Indicato con 1 il segmento numerico razionctle costituito 

da tutti i numeri razionali positivi minori del numero 
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razionale 1,si ha ,per ogni o( , 1. o( = o( . 

Dim.Suppon~amo che~ appartenga ad 1.o< ,cioè che sia~=.!:·! con.!:_ appar­

tenete ad I ,cioè .!: < 1,ed ! membro di "' .Ne segue ~ = .!:·! < ! : pertanto ~ 

appartiene ad -< Viceversa.sia x un elemento di of .Esiste allora almeno 

un ~ 1.appartenente ad a( ,con ~ 1 > ~.Posto.!:_= ~1~1 , è.!:_ ( 1 e,pertanto, 

~ = ~ 1 ._iy~1 = .!:_.~1 appartiene ad 1."" _ 

IV.5.3.-Teorema : L'equazione «{ = 1 ha in R+ una ed una sola soluzione. 

Dim.Incominciamo a dimostrare l'esistenza della soluzione.Sia J l'insieme 

dei razionali positivi~= 1ly__ con y__ appartenente ad o<' ma diverso da!!!' ,do­

ve con m' abbiamo indicato l'eventuale elemento minimo di 0( '.Tale J è un 

segmento numerico.Infatti : 

i)- } non è vuoto.Se !' è un elemento di « ' ed h è un razionale posi­

ti vo,è !'+_b.>!' e !'+.b. è un elemento di oc' ,certamente diverso dal 

minimo di o( '.Pertanto 11(!'+.b_) è elemento di ! . 
ii)- ! ' non è vuoto.Se! è un elemento di « ,allora 11! è un elemento 

di J ' : infatti.se ti! fosse elemento di ~ ,si avrebbe che! sa-

rebbe elemento di « ',contro l'ipotesi. 

i'ii)- Se è~ -<.11!' , è pure!'<; 11~.Posto 1I~ = 1}_1 , questo risulta mem­

bro di «' e 1}_1 non è il minimo di Q(' ,perchè è 1}_1 > i}_' .Allora 111}_1 
è membro di \ .Ma è 111}_1 = 11(11~) = ~. Pertanto~ appartiene aJ 

iv)-Sia 111}_' membro di ~ ,ove i}_' non è l'eventuale minimo di o(' : allo­

ra esiste un i}_\ < i}_' con i}_; membro di <>(' .Possiamo anche supporre che 

nemmeno il sia l'eventuale minimo di o<' pur di sostituire,eventual­

mente,un numero razionale compreso fra il ed ~',il che è sempre pos­

sibile perchè Q+ è denso.Al I ora 111}_' 1 è membro di J ed è 111}_' 1 > 111}_'. 

Il segmento numerico~ è tale che si ha e(.! = 1,cioè,se ~ è un membro 

di "'~ a I I ora ~ è membro di 1 e, viceversa, se ~ appartiene ad T, a I I ora ~ ap-

partiene pure ad o(~ .Supponiamo che~ appartenga ad o(5 ;allora è~= 

= 1}_.(1li') = ili' .Essendo i< i' , è~~•< 1 e,quindi .~ appartiene ad T. 
Viceversa.supponiamo che~ appartenga adl; fissato un 1}_1 appartenente ad 

o( ,si scelgano un i appartenente ad o< ed un i}_' appartenente ad O(' con i}_' -

- i}_= (1-~l-!1 (IV.3.4: si osservi che.avendosi~ membro di 1, è~< 1 , 

cioè 1-~ appartiene a Q+) .Essendo i' membro di 0< 1 e i 1 membro di « ,è 

_!' > i 1 e si avr~ : 

i' - i < ( 1 - ~) -~· 

cioè_!'-~ < i}_' -i}_'-~ , i}_'-~ < ~ , !I~ >!',cioè alx appartiene ad Of' e non 

~ l'eventuale minimo di «'.Al !ora ~li}_ appartiene a J e~ = !· (~I!) appar­

tiene ad t{J 
La soluzione f trovata della oc§ = 1 è unica.Se ci fossero due solu­

zioni J, e li della ,tJ = 1 con J, 1t~ ,per il IV.~.5,sarebbe olf, # 

# éfi ,contraria11ente al l'ipotesi che si abbia o<t, = 1 = ot' f~ . 
IV.5.4.-Teoreaa: L'insieme dei segmenti numerici razionali.strutturati nel 
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modo anzidetto,è isomorfo all'insieme Q+ dei numeri razio­
nali positivi. 

Dim.Si ottiene l'isomorfismo desiderato,associando ad ogni segmento numeri­
co razionale ot costituito da tutti i numeri razionali positivi minori di 
un numero razionale positivo i, il numero razionale i· 

A segmenti razionali a( e (3 diversi fra loro restano associati numeri ra­
zionali positivi i e~ diversi fra loro e viceversa.Infatti,se è,per esem­
pio, ({< (3 ,vuol dire che esiste un i' che appartiene sia ad Of' che a/3. 
Ma i I fatto che i' appartenga ad o< ' significa i'~ i ed i I fatto che i' ap­
partenga a (3 significa i'< E_.Pertanto è i f. i'< !?_ , cioè i"- !?_ e i#!?_ .. 
Viceversa,se è i#!?_, per esempio i< E_,per la densità di Q+,esiste almeno 
un ~ con i" ~ < E_.Al !ora ~ appartiene ad o< ' e a fo ,cioè è "'< (3 

Se o1 e (3 sono due segmenti numerici razionali associati rispettivamen­
te ai due numeri razionali positivi i e !?_,al segmento numerico razionale 

al.. + ~ resta associato il numero razionale positivo i+E_ e viceversa.Infat­
ti ,se~ appartiene ad °'. + ~ ,è~= i 1+E_1 con i, membro di ot e,quindi ,mino­
re di i, e E.1 membro di ~ e,quindi ,minore di !?_.Pertanto~= i 1+!?_1 < i+!?_. 

Viceversa, , se è~< i+!?_,esistono due numeri razionali positivi i 1 e !?_1 
con i,< i ,cioè appartenente ad O\ , e !?_1 < !?_ , cioè appartenente a /3 , 
tal i che è ~ = i 1+!?_1 , cioè con ~ membro di o< + i1 . 

Ancora, se~ e r sono due segmenti numerici razionali associati rispet­
tivamente ai due numeri razionali positivi i e !?_,al segmento numerico razio­
nale .t~ resta associato il numero razionale positivo i·Q e viceversa. 
Infatti ,se _<è_ appartiene ad ~ 8 è~ = i 1.!?_1 con i 1appartenente ad ~ e,quin­
di minore di i,e !?_1 appartenente a (3 e,quindi minore di !?_.Pertanto è~= 
= i 1.!?_1 < i·Q. Viceversa,se è~,: i·Q, esistono due razionali positivi i, 
e !?_1 con i 1 ,. i e !?_1 < !?_,cioè con i, aopartenente ad .i. e !?_1 appartenente f 
a ~ tali che è~= i, .!?_1 cioè con~ appartenente ad o<,'3 

Consegue di qui il solito abuso di nomenclatura e di notazione. 
Inoltre ora possiamo affermare che il numero reale~ è l'elemento sepa­

ratore del le due classi .t ed o( ',perchè si ha sempre 
a .: o(< a' 

ove l'elemento a di ri e l'elemento a' di- o/
1 

'vanno pensati come segmenti 
numerici razionali. 

§ IV.6. A questo punto si estende R+ ad Re qui si possono risolvere proble­
mi che non erano risolubili in Q.Fra questi : 

i)-Definizione della radice _r:i_-esima aritmetica dei membri di R+. 
ii)-Definizione della potenza ad esponente in R dei membri di R+. 

iii)-Introduzione dei logaritmi in R dei membri di R+ con base appartenen-
' 
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appartenente ad R+ e diversa da 1. 

Come esempio di quanto si possa fare in R+ ma non in generale in o+,dimo­

striamo il seguente : 

IV.6.1.-Teorema : L'equazione 
x2 = o/. 

con ~ f R+ ammette in R+ una ed una sola soluzione. 

Dim.Incominciamo a dimostrare l'esistenza della soluzione.Sia f l'insieme 

degli~ razionali positivi tali che x2 < o( .Tale f è un segmento numerico. 

Infatti : 

i)- f non è vuoto.Sia ~ 1 un razionale positivo minore del minimo fra 

1 ed o< ,cioè con ~1 < 1 e ~ 1 .::-< (il che è possibile essendo 1 ed "I 

segmenti numerici) .Ne segue che è~~ .: o( ,cioè ~ 1 appartiene al­

l"insieme ! 
ii)- f ' non è vuoto.Sia ~ 1 un razionale positivo maggiore del massimo 

fra 1 ed o< ,cioè ~ 1 > 1 e ~ 1 > "' ( i 1 che è possibile perchè 1' ed 

"<' non sono vuoti) .Ne segue~~ ~ o( ,cioè ~ 1 è elemento di ! 1 
'. 

iii)-Se ~ 1 è elemento di f ed è ~2 < ~1.è pure~<~~~ o< ,cioè ~2 
appartiene a j 

iv)- Se ~ 1 appartiene a J ,scegliamo un razionale positivo ~2 con 

~ 1 < ~2 < ~1+ min( 1, ( o( -~~)/(2~1+1)) 
cioè con : 

O < ~2-~1 < 1 e O< ~2-~1 < ( o( -~~)/(2~1+1) 
Si avrà : 

~~ = ("2"2+~,-~1i
2 

= r~1+(~2-~,iJ
2

2 
= 

= ~2 + 2~1 (~2-~1) + (~2-~1) = 

= ~2 - (~2-~11f2~1 + (~2-~1lJ < ~~ + ( oé -~~l(2~1+1l/(2~1+1l = 
= ~1 + a( - ~, = r( • 

Dunque è~~ .:: o< ,cioè ~2 appartiene a J 
Il segmento numerico§ ,cosl determinato,è soluzione dell'equazione 

X2= o( 

Supponiamo che sia j 2 > o/ .Allora esiste un 1_,appartenente ad ""-' e a { ~ 
e i oè con ./ < 1. < ~ 2 ,e ci saranno un ~ 1 ed un ~2• appartenenti a { con 

~ 1 -~2 = J. e ~ 1 .~2 < ~ 2 
.Posto~ = max(~1'~2 ) ,è ~ membro di f .~.? ~,. 

~~~e ~2 '?. ~,-~2 = J_.Essendo ~ membro di { ,è anche "':,, ~
2

::, J.,Cioè 
« '> y,contrariamente ali' ipotesi che sia oc'< y. 

Sia-ora t 2 < ot .Posto : -

u=min(1,(f<-! 2)(2! +1)) 

cioè: 

essendo 
_i:!_< (e( - f 2)!(2t +1) 

+u,esiste un ~.appartenente a f' ,con~ = f + u ,cioè cQn 
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! < ~ <: f + ~-Allora : 
\ 2 < ~2 < ( J + ~)2 = ! 2 + 2~ { + ~2 = ! 2 + u( 2 t + ~) < 

<5 2 + ( «-! 2H25 + 1)/(2 f + 1) =f'" 1 +"' - f 2 = "( . 
Pertanto è ~2 < « e.quindi.~ apparterrebbe a ! contro l'ipotesi che ap­
partenga a (' r 

Siccome le due ipotesi J 2>..: e J 2 .e o< portano entambe ad una contrad­
dizione.per la legge di tricotomia.rimane l'unica possibilità { 2

= ~. 

La soluzione trovata è unica.Se esistessero due soluzioni J 1 e f 2 con 
! 1 ; 5 2 , per la monotonia del prodotto.si vrebbe J f ; f ~ , contra­

riamenete ali' ipotesi che sia f f = e< = ! ~ . 
IV.6.2.-0sservazione : Si noti che in R+,l'equazione : 

x2 
= a 

con a razionale positivo.può non ammettere soluzioni.Per esempio la 
- x2 = 2 

non ammette soluzioni in R+.Ammetta infatti come soluzione il razionale posi­
tivo rappresentato dalla frazione .2_/g_, ove possiamo supporre che B_ e g_ sia­
no primi fra loro,cioè che tale frazione sia ridotta ai minimi termini.Si a­

vrebbe al !ora : 
( 1 ) 

2; 2 2 . . 2 2 2 p q = , c I oe p = • q 
Ne seguirebbe ~he-2 dividerebbe p2 ;-;componiamo allora .2_2 in fattori primi 

2 2n 2m -
B_ = 2 .3 . -- .... 

ove gli esponenti al secondo membro sono tutti pari (eventualmente uguali a 
zero) perchè .2_2 è un quadrato.Sostituendo tale rappresentazione nella (1),si 

avrebbe : 
2 

:: 2 ·.9. 
e,dividendo entrambi i membri per 2 

22n-1 . im _ = 12 

ove 2~-1 non è certamente uguale a zero.Ne seguirebbe che anche g_2 e.quindi, 
anche g_ dovrebbe essere divisibile per 2 , contro l'ipotesi che B. e g_ siano 

primi fra loro. 

§ IV.7. La continuità nel campo dei numeri reali . 

Definizione Due insiemi di numeri reali 11 ed 12 costituiscono una partizio­
ne del campo reale R se e solo se 11 ed 12 non sono vuoti.sono 
privi di elementi comuni,la loro unione è Re se.per ogni ele­

mento~, di 11 ed ogni elemento ~2 di 12 è ~1 < ~2.Si chiama poi 
elemento separatore di una partizione un numero reale ta­
le che.per ogni reale~, < ~ .~1 è elemento di 11 e per ogni 
~2 "> e/ è ~2 elemento di 12 ; o<. dovrà appartenere al l'uno o 

all'altro dei due insiemi 11 ed 12 
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IV.7.1.-Teorema (DEDEKINO) : Una partizione nel campo reale R ammette sempre 
uno ed un solo elemento separatore. 

Dim.Incominciamo a dimostrare l'esistenza di almeno un elemento separatore. 
Supponiamo che r1 contenga almeno un numero reale positivo.Se r

1
non contenes­

se nta!ri reali positivi.si presenterebbero due casi : o 1
2 

non contiene mem­
bri negativi o r2 ne contiene almeno uno.Nel primo caso,ovviamente,lo zero è 
eleaento separato;·e.Nel secondo caso,si cambi di segno a tutti i membri di 1

1 
ed a tutti i membri di r2 ; allora 12 ,che è ora la classe minore.contiene a­
meno un numero reale positivo e siamo ricondotti all'ipotesi iniziale. 

Sia o( l'insieme di tutti i numeri razionali positivi minori di almeno un 
membro di r1 : ot è un segmento numerico.Infatti : 
I)- « non è vuoto: contiene infatti tutti i membri del segmento numerico 

corrispondente al membro positivo di 11 che esiste per ipotesi. 
Q)- a.' non è vuoto: vi appartengono i numeri razionali maggiori di almeno un 

membro di r2. 

~)-Sia .i::_ un razion~!e appartenente ad « , cioè .i::_ .::: ot, con o., mem)Jrò' d-i 
11.se è i< .i::_, con i razionale positivo.è s 4 r,: ol, e.p,,rtaot11 s apper­

, tiene ad o( 

d)-Sia .i::_ un membro di oi: ,cioè .i::_ iot:1 con o<, membro di r
1 

; allora .i::_ appar­
tiene ad ot: 1 ed esiste certamente un i,appartenente ad Of

1 
con 2 > .i::_.Pertan­

to è 2< o(, ed i appartiene ad .( . 
Il segmento numerico o/ considerato è elemento separatore di 1

1 
ed 1

2
. 

Infatti : 

j_)-Sia 5 < t( ,anzi O <' f < o(. (Se fosse f <. O, f sarebbe certamente mi­
nore di tutti i membri di r2 che.per l'ipotesi che 1

1 
contenga almeno un 

membro positivo.sono tutti positivi).Esista allora un razionale positivo 
.i::_ con .i::_ membro di S'e membro di -< .ln quanto r è membro di o/ ,è 

:5 - I 
, in quanto .i::_ è membro di § si ha 

, ! è certamente minore 
.Non potendo appartenere 

di qualsia­

ad _!_2, J 

.i::_<"'-, con o/1 elemento di r
1 

e 
j < .i::_.Pertanto,essendo f < .i::_ 
si membro di 12,in quanto tale è 
deve appartenere ad 11 . 

.!.l_)-Sia J :, o( .aallora esiste un razionale positivo .i::_ con r elemento di o!' 

e di! .Pertanto .i::_ non può essere minore di alcun membro di 1
1
,perchè al­

trimenti r sarebbe membro di o< .Essendo maggiore di ogni elemento di 1
1
, 

! deve-appartenere ad 12 
L'elemento separatore costruito è unico,Infatti se ce ne fossero due, o1, 

ed ~con <Y, <olz,allora t ( t/ 1 + <{i_)/2 dovrebbe apprtenere ad 11 , in quan­
to minore di ,{L e dovrebbe appartenere pure ad 12 in quanto maggiore di 
'!!i, ,mentre 11 ed 12 sono privi di elementi in comune. 

Si suole esprimere la proprietè di R dimostrata in questo teorema dicendo• 
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che R è un campo completo. 
IV.7.2.-Definizione : Un numero reale~ viene chiamato estremo superiore 

di un insieme I di numeri reali se ogni numero reale 
maggiore di "' è pure maggiore di ogni elemento di 
I e se ,per ogni elemento reale positivo,~ ,esiste 
in I almeno un numero reale maggiore di O<( - ~ • 

lV.7.3.- Teorema :(Estremo superiore) : Se tutti i numeri reali di un insime 
!,non vuoto, sono minori di un numero reale A ,allora 
esiste ed è unico l'estremo superiore dell'insieme I. 

Dim.Costruiamo una partizione di R,ponendo in r1 i numeri reali minori od 
uguali di almeno un membro di I e ponendo in r2 tutti gli altri numeri reali. 
Ne segue che gli elementi di r2 sono maggiori di qualsiasi elemento di I e 
viceversa. 

r1 non è vuoto : infatti non è vuoto I.Neanche r2 è vuoto : contiene al­
meno ,\ .Per come sono stati costruiti r1 ed r2 la loro unione coincide con 
R e,per lo stesso motivo, r1 ed r2 sono privi di elmenti comuni. 

Ancora.sempre per come sono stati costruiti r1 ed 12,se ~1 appartiene ad 
r1 ed ~2 appartiene ad 12,è ~1 < ~2,perchè ~1 è minore od uguale ad almeno 
un membro di !,mentre i membri di r2 sono maggiori di qualsiasi elemento di 
I.Dunque 11 ed 12 costituiscono effettivamente una partizione di Re.quindi, 
per il teorema di DEDEKIND,esiste un elemento separatore o/ .Tale O( è l'e­
stremo superiore cercato.Infatti,per costruzione,!~ sottoinsieme di 11 e, 
quindi, ogni membro di 12 è maggiore di ogni elemento di !,essendo mag­
giore di O/ :pertanto la prima condizione delle definizione di estremo su­
periore è soddisfatta.Se poi nessun elemento di I fosse maggiore di o< -f , 

con f reale positivo arbitrario,tutti i membri di l,e quindi anche quelli 
di 11,sarebbero minore di o1. - /3 /2 ;> o<'.. - ~ e,pertanto, 0\ - ~ /2 apparter­
rebbe ad 12,contrariamente all'essere o<. - f3 /2 <: o( ,con 0( elemento sepa­
ratore.cioè contrariamente all'essere o/. - ~ /2 elemento di 11.cosl anche la 
seconda condizione della definizione di elemento separatore è soddisfatta. 

L'estremo superiore è unico.Se I ammettesse due estremi superiori ot, ed 
t(2 con o/ 1 < olz ,non vi sarebbe alcun elemento di I (necessariamente mi­

nore di ot, )maggiore di ( e(, +o<, )/2 = o/2.- ( "'2..-0:,)/2,contrariamente al 
fatto che la seconda condizione della definizione era soddisfatta. 
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