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CLAUDE TRICOT 
dell'U niversità di Ginevra 

DENSITÉ D'UN ENSEMBLE 

ET DISTRIBUTIONS SINGULIÈRES 

(Conferenza t enuta il 15 marzo 1972) * 

SUNTO. - Come si misura la densità di un insieme che non è denso; rela­
zione tra la densità ed il e grado di nullità » di un insieme di misura zero; 
applicazione agli insiemi perfetti. 

Influenza della densità sul comportamento della trasformata di Fourier 
e della funzione di ripartizione di una distribuzione di probabilità su un insieme 
perfetto non denso. 

I. - Les mathématiques ont scruté certains mots, elles en ont 
précisé et circonscrit le sens; qu'on pense aux mots « hasard », 

« équitable », « dispersion », à bien d'autres. Savoir ce qu'on dit 
n'est pas l'ambition du seul étymologiste. 

L'algèbre, de nos jours, par une autre méthode, colle des mots 
sur des paquets d'axiomes; le mot devient étiquette, son sens pre­
mier n'y gagne rien; on dit un « anneau », un « noyau » ce qui 
n'évoque aucun printemps ... 

J e voudrais, à la première manière, considérer le mot densité 
et, incidemment, le mot concentration, voire le néologisme raréfac­
tion, légitimé par E. Borel plutòt que par Littré. 

Rappelons tout d'abord le théorème de Radon-Nikodym: soit 
(X, S) un espace mesurable, µ et 'P deux mesures o-finies, 'P étant 
absoluement continue par rapport à ,u; il existe alors une fonction 
mesurable, f, à valeurs fini es, définie sur X et telle que 

'P (E ) = f f clµ 
B 

pour tout ensemble mesurable E. 

* Pe,rvenuta in Redazione il 18 aprile 1972. 



10 C. TRICOT 

On écrit f = dlv ; si X est la droite réelle et S l'ensemble. des 
eµ 

boréliens, si, d'autre part, .u est la mesure de Lebesgue et Y une 
mesure de probabilité, f est alors la densité des probabilistes. Ceux ci 
ont emprunté, semble-t-il, l'expression aux physiciens, pour lesquels 
Y et p sont deux masses; les géographes appliquent eux-memes ce 
mot à un quotient de mesures (nombre d'habitants au km2

). La 
densité, ainsi conçue, est une propriété locale, fondée sur l'absolue 

continuité. 
Dans un autre domaine on utilise le mot densité, mais dans 

un sens purement qualitatif: on dit qu'un sous-ensemble A d'un 
e.space topologique E est dense sur E si sa ferme.ture cofacide avec 
E; ainsi, s'il s'agit de réels et d' intervalles ouverts, tout intervalle 
ouvert contient un point de A. 

A est non dense si l' intérieur de sa fermeture est vide; dans 
le meme cas particulier, tout intervalle ouvert inclut lui-meme un 
ouvert ne contenant aucun point de A. Il s'agit ici d'une appré­
ciation globale de la densité mais qui ne donne lieu à aucune me­
sure du phénomène, à aucun indice. 

INDICE DE DENSITÉ. - En plaçant le problème dans nv, car une 
généralisation n 'est peut-etre pas toujours immédiatement néces­
saire, puisqu' il s'agit pour un pavé, dans le problème de la den­
sité au deuxième sens, de contenir ou de ne pas contenir de points 
du sous-ensemble, on pourra se donner la définition suivante. 

DÉJFINITION: soit A un ensemble borné dans RP et un pa,vé 
fermé [ a, b ]P qui le contient; on divisera [ a, b] en n segments égaux; 
par suite, le pavé est divisé en nv mailles. Soit n1 le nombre de 
mailles contenant au moins un élément de A ; on pose ni = n1ui"; d,. 
est nécessairement compris entre O et 1 et on désignera par d la 
limite supérieure de d,.; d pourra servir d' indice de· densité. 

Cette définition appelle plusieurs remarques: 

a) chaque maille peut etre considérée comme un pavé fermé; 
on peut etre amené par là à grandir artificiellement le nombre n1 , 

mais sans conséquence pour la limite supérieure de d"; 

b) d'autre part, cette limite peut s'écrire: 

d 
-
1
.- log n 1 = 1m log nP 



par 
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!ogni_. 
On aurait pu imaginer une fonction de ?ti différente de log W' , 

exemp-le, la plus simple, _!2... , est inférieure à la précédente et 
nP 

pourrait donc s'appliquer à une catégorie d'ensembles peu raréfiés; 
celle que nous retenons s'appiiquera bien à la catégorie des ensem­
bles parfaits non denses que nous considérerons plus spécialement; 

e} il n'est pas nécessaire de préciser mieux le pavé [a., b]P 
qui sert de borne à l'ensemble; on peut montrer qu'avec un autre 
pavé, astreint à contenir A, on obtient une meme vaJeur de d; 

d), on prend, pour d, une limite, car on considérera le plus 
souvent des :ensembles infinis; pour les ensermbles finis, d = O, 
comme on peut aisément le montrer. Pour l'analyse des ensembles 
finis, qui se présentent, pratiquement, aux géographes, par exerm­
ple, on peut etre amené à définir un autre indice fondé sur un 
principe analogue mais donnant, pour des ensembles finis, des va­
leurs comprises entre O et 1. (A vrai dire, les géographes, sous cet 
angle, s' intéressent plut6t à la grandeur « concentration », mais on 
peut considérer cette grandeur comme complémentaire de la den­
sité et, si e est un indice de concentration, poser : e= l - d .) 
(voir [7]); 

e) il est évident que, si A est dense, sur [a., b]v ou meme sur 
un pavé intérieur à [a, b]v, d = 1. 

A titre d'exemple, montrons que l'indice de densité d'un are 
1 

de courbe rectifiable dans Rv est égal à - . 
p 

En effet, soit l la longueur de l'arc; supposons-le inclus dans le 

pavé [O, l]P; on le divise en [nl] + 1 arcs de longueur ~ au plus; 
n 

chacun est compris dans, au plus, 2v mailles; ainsi: 

log n1 1 log ( 2P l + : ) 
< - + - ------ d'où 

log nP - JJ log nP ' 

1 
cl< - . - p 

Mais, soit p la plus grande projection de l'arc sur les axes; 

log n 1 I log µ --=--=-- = - + --"-'-- d' où 
log nP p log nP ' 

1 
d =­

p 
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1 
En définitive, d=-. 

p 

C. TRICOT 

Enfin, notons que, si A a une mesure de Lebesgue non nulle, 
son indice de densité est égal à 1. 

En effet, supposons mes (A} =I= O; il en résulte clairement que 

lim ~ = k =I= O; donc: 
- nP 

n 
3N: n > N ==>_i> k - e, 

nP 

s étant choisi positif, inférieur à le, d'où: 

log n 1 > 1 + log (le - e) 
log nP log n1' 

log n 1 Ainsi, lim ----=----- 1 . 
log nP 

Cet indice sera donc intéressant pour l' étude des ensembles de 
mesure-L nulle et, notamment, pour les ensembles non denses de 
mesure nulle dans R , que nous allons considérer. 

ENSEMBLES BORNÉS DE MESURE NULLE, ENSEMBLES-A 

a) A propos de tels ensembles, je voudrais me permettre une 
parenthèse. On attribue à Cantor la construction du premier en­
semble de mesure nulle, dans R, ayant la puissance du continu. On 
peut observer que cette découverte était implicitement liée à celle 
d'une courbe continue passant par les points d'un carré, qui établit 
une application de l'ensemble (O, 1) sur (O, 1)2, application qui con­
serve la mesure. Or, tonte courbe rectifiable tracée dans (0, 1)2 est 
un ensemble de mesure nulle: il doit en etre ainsi de son image in­
verse et cette remarque introduit de façon naturelle les ensembles 
de mesure nulle dans R. 

Ainsi, considérons la courbe de Peano. Si l'on divise un seg­
ment en quatre parties égales et un carré en quatre carrés égaux, 
prenant l'ordre de gauche à droite pour ordonner les segments, on 
pourra. faire correspondre, à chaque segment, un carré, suivant l'ordre 
défini par l'une des quatre figures suivantes: 

irhì~ 
[m ~ 

A B 
Fig. 1 

r✓:+ì ITtì 
~ ~ 

e D 
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Mais, l'utilisation de la figure A, par exemple, conduit, dans une 
division ultérieure, et si l'on veut respecter à la fois l'ordre de gauche 
à droite sur le segment et un ordre des carrés qui laisse voisins deux 
carrés successifs, à diviser chacun des quatre carrés précédents sui­
vant les figures B, A, A, C. De mème, les divisions succédant à 
une figure B se feront suivant les figures A, B, B, D; pour C, ce 
sera D, C, C, A et pour D : C, D, D, B. 

Fig. 2 . 

Soit t = O, t1 t2 . .. l'abcisse d'un point de (O, 1) écrite dans le 
système à base 4 et soit 

Y= O, Y1 Y2 ..• 

les abcisses et ordonnées du point correspondant de (0,1)2 écrite, en 
système binaire; on voit que, si l'on utilise, pour la première divi­
sion, la figure A, si t 1 = O, il en résulte que x1 = O, y1 = O 

si t1 = 1 : X1 = O, Y1 = 1, etc. 

Mais, t 1 étant égal à 3, par exemple, si t2 = 2, on aura x2 = O 
et Y2 = O (figure C). La correspondance est bien définie par les 
tableaux suivants: 

tn I Xn I Yn I tn I Xn l Yn l tn I Xn I Yn I tn I Xn J Yn I 
o o o B o o o A o 1 1 D o 1 1 e 
1 o 1 A 1 1 o B 1 o 1 e 1 1 o D 
2 1 1 A 2 1 1 B 2 o o o 2 o o D 
3 1 o e 3 o 1 D 3 1 o A 3 o 1 B 

A B e D 

la dernière colonne de chaque tableau donnant la figure à utiliser 
pour la détermination de x,.+1 et Yn + i - (cette présentation est due 
à Bore}). 



14 C. TRICOT 

Cette application dépasse, comme nous l'avons remarqué, la 
notion de courbe continue, elle permet une correspondance, entre me­
sures de Lebesgue sur le segment (0, 1) et sur le carré (O, 1)2; plus 
précisément, à un ensemble mesurable, E, appartenant à (O, 1) cor­
respond un ensemble E', dans le carré, de mème mesure. 

Elle permet aussi une correspondance entre indices de densité 
car si E est recouvert, au plus, par n1 segments de longueur respec-

1 , , . 1 1 
tive 

4
n, E' est recouvert par les ni carres, d aire zn X 

2
n correspon-

dant aux segments. 
Considérons, par exemple, la diagonale, x = y, du carré: c'est 

un ensemble parfait de mesure nulle et de densité ~ . Soit 

x = O, X1 x2 ... , y = O, Yi Y2 . . . un point de cette diagonale ; on 
a : x., = Yn quelque soit n. Si l'on consulte les tableaux A, B, C, D, 
on voit que t,. = O ou 2. 

Ainsi, la diagonale du carré est l' image de l'ensemble des points 
t = O, t1 t2 • •• où t,. = O ou 2 quelque soit n; il s'agit donc d'un en-

1 
semble de mesure nulle et de densité 2 . 

Un tel ensemble est obtenu en divisant (0, 1) en quatre parties 
et en enlevant le deuxième et le quatrième ouvert, puis en recommen­
çant le procédé sur chaque segment restant et cela, indéfiniment. 
L'ensemble appartiendra à un segment fondamenta! de longueur: 

(
1 1 ) 2 . 1 1 1 

1 - 4 + 42 + ... = 3 ; un mtervalle de longueur 4 + 42 + ... = 3 , 

situé au milieu de ce segment fondamenta!, est contigu à l'ensemble; 

son rapport au segment fondamental est ~ et la mème remarque 

peut etre fai te pour les segments restants: il s'agit donc d'un en­
semble analogue à celui de Cantor mais pour lequel le rapport entre 

un segment restant et celui qui précède est égal à : ; il est ~ dans 

l'ensemble de Cantor. Ces deux ensembles sont des ensembles par­
faits symétriques à rapport constant. 

b) Plus généralement, la construction d'un ensemble parfait 
symétrique se fait en une infinité d'opérations; à la fin de la n-ème, 
l'ensemble est compris dans 2" segments égaux appelés isolants (Den­
joy) et, la n + 1-ème opération consiste à enlever à chacun de ces 
isolants un intervalle appelé c<mtigu. Si le rapport d'un isolant à 
l' isolant issu de l'opération précédente est constant (comme dans 
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l'exemple précédent où il vaut ~ et dans l'ensemble de Cantor où il 

l ) t te 't t ' . t . f' . ' l vaut - , cette cons an , a, e an necessa1remen 1n er1eure a 9 , 
3 ~ 

l'ensemble est un pa.rfait symétrique à rapport constant; mais, ce 
rapport peut, naturellement, varier à chaque opération. 

Uri tel ensemble est l'ensemble des points: 

00 

~ en ·in OÙ e,. ± 1 , 

o 

Tn étant le terme général positif, d'une série, vérifiant la condition 

00 

'ç;/n: 'ln > ~ Tk, 

n+ 1 

En posant: R(n)=E-rk, la condition s'écrit: ,. 

Vn: 
R(n + I) 

R(n) 

On montre que ce rapport est précisément égal au rapport de l' iso­
lant de la n + 1-ème opération à l' isolant de, la n-ème. Dans le cas 
d'un ensemble parfait symétrique à rapport constant, -r,. = an. 

Les parfaits symétriques se généralisent en parfaits de trans­
lation puis en ensembles-A (Fréchet), qui sont la catégorie des en­
sembles bornés dans R, parfaits, non denses, de mesure nulle. Cha­
cun est défini par la donnée d'un segment fondamenta! et d'un en­
semble dénombrable de contigus n'ayant pas d'extrémités communes, 
dont la réunion est le complément, sur l'ensemble fondamenta!, de 
l'ensemble donné, la mesure de cette réunion étant la longueur de 
l'ensemble fondamenta!. 

e) Nous reviendrons maintenant au problème de la densité, 
en évoquant les derniers travaux d'Emile Borel (voir (1), note V), 
assez peu connus et qui concernent ce qu' il appelle la raréfaction des 
ensembles. 

Le point de départ de Borel était autre que celui qui nous occupe 
ici; il s'agissait, deux ensembles-A étant donnés, de trouver une con­
dition, portant sur la structure de chacun de ces ensembles, permet­
tant d'affirmer: leur somme est de mesure nulle, ou encore, leur 
somme est un segment. 
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Pour ce qui regarde la première condition, Borel a défini ce qu' il 
appelle la raréfaction logarithmique d'un ensemble-A; voici la dé­
finition: 

DÉFINITION: soit un ensemble-A et N (x) - 1 le nombre de con­
tigus de longueur supéreure ou égale à x, N(x) le nombre d' isolants 
correspondants, u(x) la longueur moyenne de ces isolants; on appelle 
raréfaction logarithmique, ou raréfaction-e, de l'ensemble, le nombre 

r log N(x) 
e= ,,,1~ - log u(x) · 

e appartient au segment (O, 1); il vaut 
10

1
g 

2 
pour un parfait sy­

- oga 
métrique à rapport constant; pour un parfait symétrique quelconque, 

l 

e= O si et seulement si lim R ( n) n = O, donc si la longueur d'un 
11,---+CX) 

isolant tend vers O· plus vite gue l'exponentielle; on peut construire 
des ensembles parfaits symétriques tels que e= 1: par exemple l'en­
semble, construit sur (O, 1), et tel que chacun des 2" isolants suivant 

l , , . . l ( 1 1 )" a n-eme operat10n a1t pour ongueur: 2 -
4
l'n · 

Borel a établi le théorème : 

THÉORÈME: pour que la somme de k ensembles-A, de raréfac­
tions logarithmiques respectives (!1 , (!2, • • • , (!k , soit de mesure nulle, 
H suffit que: 

1 o (!1 + (!2 + • • • + (!k < 1 

2° les fonctions u1 (x), u2 (x), ... , uk(x) soient modérément 
dscontinues au voisinage de O. 

Mais, en fait, ce théorème concerne vraiment la densité des en­
sembles: supposons, sans autre hypothèse, que d1 + dz + ... + dk < 1 ; 
soit l1, l2, ... , lk, les longueurs des segments fondamentaux que l'on 
divise en n parties égales; soit n/1>, n1<2>, ... , ni<k> le nombre mi­
nimum de mailles qui recouvrent chaque ensemble. La somme e k de 
ces ensembles est recouverte par la somme des mailles, réunion de 

( 1) (2) (k) li + l2 + · · · + lk n1 n1 · ... n1 segments de longueur - - - - - ---, donc 
n 
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I (€) l [
logn1.P> + + lognk<k>+ log(lt+··•+h)_

1
] og mes k :::; og n ... 

log .n log n log n 

i, posiif, étant choisi, on peut alors trouver N(i) tel que 

n > N(s)===} log mes (€,J:::; logn [d1 + d2 + .. . + d,., + s-1]. 

On voit donc que: lim log mes ( €k) = - oo. 

Ainsi, €" est de mesure nulle. 
La raréfaction-e apparaìt de ce point de vue comme un indice 

de densité, ce que l'on co,rroborera par la suite. 
Dans le meme ordre d' idées, on peut démontrer: 

THÉ0RÈME: la densité de la somme de deux ensembles est in­
férieure ou égale à la somme des densités de ces deux ensembles. 

De ce théorème se déduit, d'ailleurs, le précédent, en remarquant 
qu'un ensemble de densité inférieure à 1 a nécessairement pour me­
sure O. 

Reprenons les soucis boréliens. Pour donne•r une condition simple 
qui permette d'affirmer que la somme de deux ensembles est, cette 
fois, un segment, Borel a imaginé un autre indice· que je définirai 
ainsi, transformant légèrement la présentation initiale de Borel. 

DÉFINITION: Soit un ensemble-A; on ordonne les contigus par 
longueurs décroissantes; soit C,,_1 la longueur du n-1-ème et b(n) 
la longueur du plus petit isolant restant lorsqu'on a placé !es n - 1 
premiers contigus; on appellera raréfaction relative minimum, ou 
raréfaction-R, le nombre : 

R = lim __ b_ (-'----n -'----) -­
On-1 + b(n) 

R est encore compris entre O et 1, il vaut -
1 

a pour un parfa.it sy­
- a 

métrique à rapport consta.nt, il est nul, dans un parfait symétrique, 

. t 1 t . 1· R(n + l ) O ( d' . . s1 e seu
1 
emen s1: 1m R ( n) = con 1tion moms forte que: 

lim R(n)" = O, celle-ci entraìnant celle-là); enfin, R = 1 pour l'en-

( 1 1 )" semble dont les 2" isolants ont pour longueur 9 -
4 

_ . Borel a 
~ vn 

montré: 

THÉ0RÈME: si deux ensemble-A, de raréfaction relative minimum 
R1 et R2 sont construits sur le meme ensemble, fondamenta!, si, de 

Seminario Jlatematico e Fisico . 2 
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plus, 

leur somme comprend un segment. 
On a, de plus, un résultat symétrique de celui que j'ai donné plus 

haut pour les densités : 

THÉORÈME: la raréfaction relative minimum de la somme de 
deux ensembles-A est au moins égale à la somme de leurs raréfac­
tions relatives minima lorsque cette somme est inférieure à 1. 

On peut établir des relations entre R, e et d. Par ex:emple, je 
démontre que, dans un ensemble parfait symétrique, on a toujours 

l'égàlité ne pouvant avoir lieu qu'aux extrémités del' intervalle (O, 1); 
on peut du reste construire des exemples pour lesquels R = O et e= l. 

Pour comparer e et d, je donnerai les définitions suivantes: on 
appellera raréfaction-~ le nombre: 

~ = lim B (n) ' 
On- 1 + B(n) 

où C,._1 est défini comme précédernment, B(n) étant cette fois le plus 
grand isolant restant lorsqu'on a placé les n - 1 premiers contigus; 
de plus, je dirai qu'un ensemble satisfait aux conditions de régularité 
si 

On peut a lors montrer : 

THÉORÈME: si un ensemble-A satisfait aux conditions de régu­
log N(x) 

larité et si e =lim 1 ( ) , alors, e= d. 
- ogu x 

d) Signalons quelques autres indices qui se rattachent aux 
rnémes considérations, par ex:ernple, la dimension de Hausdorff, plus 
ancienne et plus connue, définie pour les compacts, donc, notamment, 
pour les ensembles-A. 

DÉFINITION: soit E un compact; on considére un recouvrement 
ouvert de E au moyen d' intervalles L'.I, . Supposons jL'.l;j < e, quelque 
soit i, e étant un réel choisi, et soit H(! la borne inférieure., pour tous 
les recouvrements obéissant à la condition précédente, des quantités : 
2: h(jL'.ld), h(t} étant une fonction donnée, continue, croissante, telle 
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que h(O) = O. Lorsque e~ O, H(! ne décroit pas; cette expression a 
donc une limite, fi~ie ou non, qui est la mesure de Hausdorff de E. 

Posons maintenant: h(t)=ta(a E (0, 1)); pour a.=0 la mesure 
de Hausdorff est infinie; pour a.= 1, c'est la mesure-L de l'ensem­
ble, elle est donc nulle. On montre que la borne supérieure des a. pour 
lesquels cette mesure est infinie coincide avec la borne inférieure des 
a. pour lesquels elle est nulle; cette borne commune est la dimension 
de Hausdorff de E. 

Cette définition, fort générale, ne peut cependant conduire au 
calcul effectif de la dimension que· dans des cas assez particuliers. Par 

n 

exemple, si l'ensemble est un parfait symétrique pone lequel V R(n) 

a une limite; mais dans ce cas, on montre aisément que la dimension 
de Hausdorff est égale à sa raréfaction. logarithmique et, par suite, 
car c'est un cas où e= d, à son indice de densité. 

Notons encore le degr é de nullité défini par A. Denjoy, qui n'est 
vieux que de cinq ou six ans, qui n'est pas un indice de densité, mais 
qu'on peut transformer en indice de densité, comme nous allons vo-ir. 

Tout d'abord, d'après M. Fréchet, nous dirons qu'un ensemble 
€ possède la propriété A,, si, € 1 , € 2 , ••• , € " , étant une suite de k 
ensembles égaux à € , il existe le réels non nuls, a1 , a 2 , • • • , a" , tels 

k 

que l'ensemble X ai € ;, contienne au moins un segment. 
1 

L'ensemble € possédera la propriété B1,; si, pour toute suite de 
k 

réels, a1, a2, . .. , ak, l'ensemble X ai e . ne contient pas de seg-
1 

ment; d'où: 

DÉFINITION : un ensemble € a un degré de nullité égal à k - 1 
s' il possède les propriétés B,.,_1 et A k. 

On peut établir aisément : 

THÉORÈME: soit € un ensemble-A et k un entier positif; si 
1 

e < ,: , le degré de nullité de € est supérieur ou égal à k ( donc, 

notamment, si e est nul, le degré est infini). D'autre part, si R 2: ~ , 

le degré de nullité de € est infér ieur à k (donc, si le degré est in­
fini, R est nul). 

Ce dernier résultat peut etre beaucoup amélioré dans le cas, 
notamment des ensembles parfaits symétriques (et meme pour !es 
parfaits de translation en modifiant légèrement la définition de R). 
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Dans un parfait symétrique, si R 2: :21c ~ 
1 

, le degré de nullité 

est inférieur à k. 
On voit aisément comment ces résultats permettent le calcul 

pratique du degré de nullité; par exemple, si -e est à rapport 
log 2 a 

constant o = 
1 

et R = 
~ - og a l - a 

1 
Supposons par exemple que ne soit pas entier; on cherche 

(! 

le plus petit entier h tel que 

R = 
1 

::__ a 2: 2,. ~ 1 et on trouve: h = [ : ] ( partie entière de : ) . 

Donc, si ò est le degré de nullité : 

1 
D'autre part, le plus grand entier, k, tel que e < k est: 

En définitive: ò = [ ~] . 

Mais, dans ce type d'ensembles, e= d; l' inverse du degré de 
nullité peut donc servir d' indice de densité. 

II. - Ces indices de densité qui renseignent, en quelque sorte, 
sur le façon dont un ensemble de mesure nulle occupe le segment 
fondamenta} qui le contient, ont un intéret propre, géométrique en 
somme, ou to,pologique. Cependant, de tels ensembles peuvent servir 
de support à des mesures de probabilité, mesures qui sont donc sin­
gulières par rapport à la mesure de Lebesgue; s' il s'agit, comme 
nous le supposerons dans le cadre de cette conférence, d'ensembles 
bornés dans R, et meme d'ensembles-A, à ces mesures de proba­
bilité, on peut associer des fonctions de répartition (F(x) étant 
définie comme la probabilité de la demi- droite [- w, x[} et des 
fonctions caractéristiques (<p(t) étant la transformée de Fourier de 
la mesure considérée); on peut alors se demander quelles liaisons 
on peut établir entre certaines propriétés de ces fonctions et la 
densité de l' ensemble. J e me bornerai ici à énoncer quelques 
résultats. 
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a) On sait que les fonctions caractéristiques ont des compor­
tements différents à l' infini suivant la nature du support de la 
mesure de probabilité. 

N otamment, si la distribution est fai te sur un ensemble dénom­
brable, cp (t) est une fonction presque périodique, dont la limite su­
périeure est donc 1 lorsque t augmente indéfiniment. En revanche, 
si la distribution est absolument continue, cp(t)' a une limite nulle; 
si le support de la distribution est un ensemble parfait symétrique, 
on peut obtenir, par un choix convenable de cet ensemble, une limite 
supérieure de lcp(t)I égale à un nombre quekonque de [O, 1] (voir 
[ 4] et [8]). 

La densité ne joue généralement pas, dans cette question de li­
mite un role déterminant, puisqu'avec un ensemble fini (donc de 
densité nulle) comme avec un ensemble sur les rationnels (donc de 
densité 1), on obtient: limlcp(t)I = 1. 

t - oo 

Cependant, pour les ensembles-A, on peut obtenir des relations 
entre la valeur de R et la limite de lcp(t)I. Ce problème est lié à 
celui de la recherche des ensembles de Dirichtet ou des ensembles 
ayant la propriété-L. 

DÉFINITI0N: soit E un ensemble compact sur R et x un élément 
de E; E est un ensemble de Dirichlet s' il existe une suite infinie 
croissante de valeurs de t, { tk}.,=1,2, ... telle que 

l . itkz l .f , t E 1m e = , uni ormemen sur . 
k-co 

On montre aisément que, si un ensemble est de Dirichlet, pour 
toute distribution de probabilité sur E, 

lim lcp(t)I = 1. 
t ~- oo 

Il est possible, cependant, de placer sur des ensembles qui ne 
sont pas de Dirichlet, par exemple des parfaits symétriques. à rap­
port constant, des distributions qui réalisent la condition: 

lim lcp(t)I = 1 (voir [8] ). Mais, un ensemble parfait symétrique à 
rapport constant a des indices de densité non nuls, c'est un ensemble 
assez dense et on peut espérer, qu'un ensemble parfait symétrique 
pour lequel R = O, ( et donc, a fortiori, un ensemble pour lequel 
d = O), soit un ensemble de Dirichlet. Mais cette condition ne 
suffit pas, il en faut ajouter une autre; supposons par exemple que 

R(n) ·t t· 1 . 
R(n + l) so1 en ier que que so1t n. 
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Soit alors (x.,,, x'.,.) un isolant déterminé par la n-ème opération 
et 17 .. un point de cet isolant 

I e11x,. - eit,,,. I ::; 2 sin t ( x' ,. ;- J.'n ) < (.x:'11 - .r,,) t . 

Remarquons que x'.,.- x,. = R(n ) à un facteur près. 

· · · d' · t 11 1· R(nk) O On cho1s1ra une suite entiers, n" , e e que 1m R( l) , 
k~= 1ik -

ce qui est possible d'après la condition R = O, et on prendra: 
2n 

t,.=-----
. R(nk - 1) 

R (n) 
La condition: ---- est entier, nous donne ce résultat : 

R(n + 1) 
l'un des nombres, x,. ou x',. est multiple de, R(n - 1); ainsi, l'un des 

itkxn itkx' n 
deux nombres : e k ou e k est égal à 1 ; donc : 

Mais, si x appartient à l'ensemble, il est un point d'un isolant, 
donc J 1 - eltkx I < e uniformément; l'ensemble est de Dirichlet et 
toute distribution de probabilité sur cet ensemble donne à Jip(t)J 
une limite égale à 1. · 

Ajoutons, sans le démontrer ici (voir [8] ), le résultat suivant 
qui montre que, généra.lement, l' influence de la distribution de pro­
babilité est aussi importante que celle du support: 

THÉORÈME: soit un ensemble-A vérifiant les conditions de ré­
gularité et une distribution de probabilité régulière sur cet ensemble. 
Alors, on a, nécessairement: 

lim Jip(t)J < 1. 

(je dis que la distribution de probabilité est régulière si le rapport 
des probabilités d'un isolant et de l' isolant précédent qui le contient 
est compris dans un segment [a,, b] appartenant à l'ouvert ]0,4 [). 

b) Quant aux fonctions de répartition de distributions sin­
gulières, je n'ai vu nulle part qu'on les étudie. Peut-etre n'ont-elles 
pas d' intéret; mais comment décider d'avance qu'un problème n'a 
pas d' intéret? 

Si F(x) correspond à une distribution absolument continue, elle 
a une dérivée en tout point, et elle est l' intégrale de cette dérivée; 
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.s' il s 'agit d'une distribution discrète sur les entiers, par exemple, 
F(x) a une dérivée nulle presque partout et, aux points de proba­
bilité non nulle, son nombre dérivé à droite est infini; il est nul à 
gauche. 

Dans le cas d'une distribution sur un ensemble-A, la fonction 
F(x) est constante sur les contigus, elle a donc une dérivée nulle 
presque partout; F est continue si, toutefois, on n'a attribué à aucun 
point de l'ensemble une probabilité positive; que dire a lors, par 
exemple, de son nombre dérivé à droite en un point de l'ensemble? 
Pour montrer le rapport de ce problème à celui de la deinsité de 
l'ensemble, je con.sidérerai le cas simple où F(x) est la fonction de 
Lebesgue d'un ensemble parfait symétrique, c'est-à-dire la fonction 
de répartition correspondant à une distribution qui donne meme 
probabilité à tous les isolants suivant une meme opération. On peut 
a lors montrer, € étant l'ensemble considéré: 

qu'en tout point de € qui n'est pas une extrémité de contigu, 
le nombre dér ivé supérieur droit de la fonction F(x) est infini, 

que l'ensemble ~ des points de € où le nombre dérivé inférieur 
droit est fini, est non vide, quelle que soit la densité de €. 

De plus, soit L ci ri, c, = ± 1, un point de € dont nous suppo­
serons qu' il vérifie les conditions de régularité; soit { nk}k= 1 ,2 .... la 
suite des rangs où Ci = - 1 ; en tout point où la limite supérieure 

de la suite l ?tk+i I est inférieure à 2_ , la fonction F (x) a un 
I "k I e 

nombre dérivé inférieur droit infini (donc une dérivée à droite in-
finie). On voit donc que, si e tend vers O, bien que ~ reste non vide, 
il se raréfie. 

Cependant, on peut établir que, € vérifiant toujours les condi­
t ions de régularité, ~ a la puissance du continu et, de plus, la den­
sité, d, de ~ est toujours égale à celle de €. 

RÉSUMÉ. - Comment mesurer la densité d'un ensemble- non dense; rapport 
entre la densité et le « degré de nullité » d'un ensemble de mesure nulle; appli­
eation aux ensembles parfaits. 

Influence de la densité sur le comportement de· la t ransformée de Fourier 
et de le fonction de répartition d'une distribution de probabilité sur un ensemble 
parfait non dense. 

SUMMARY. - How to measure the density of a non-dense set ; the relation 
between the density an d the « degree of nullity » of a set of zero measure; 
application to perfect sets. 

Influence of the density on the Fourier transform and the distribution 
function in the probability distribution on a perfect non-dense set . 



24 C. TRIC0T 

BIBLIOGRAPHIE 

[1] B0REL E ., Eléments de la théorie des ensembles. Albin Miche!, 1949. 

[2] DENJ0Y A., Les degrés de nullité dans la mesure des ensembles parfait,s 
linéaires. C. R. Acad. Se. Paris, t. 259, le 21.12.64. 

[3] FRÉCHET M., Sur le degré de niillité et sur le genre d'un ensemble pa,rfait 
de mesure nulle. C. R. Acad. Se. Paris, t . 262, le 21.2.66. 

[ 4] GIRAULT M., Les fonctions caractéristiques et leurs transformations. Publ. 
Inst. Stat. Univ. Paris, 1955. 

[5] HAUSD0RFF F., Dimension und ausseres Mass. Math. Annalen 79, 1919. 

[6] KAHANE J. P . et SALEM R., Ensembles parfaits et séries trigonométriques. 
Actualités- scientifiques et industrielles 1301, Hermann 1963. 

[7] TRICOT C., Concentration d'un ensembfo de points. Cahiers du Centre d'éco­
nométrie de l'Université de Genève, 1971. 

[8] TRICOT C., Ensembles parfaits symétriques, raréfaction et dist1-ibutions sin­
gulières (à paraitre). 




