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IV 

'rOPOLOGIA 

DI 

CARLO FELICE MAXARA 

1. • Introduzione. - Le origini della Topologia si fanno risaiire abituaI-­
mente agli studi di B. RIEMA5::"l sulle superficie (ehe portano ancora 
oggi il nome di riemanniane) che Egli escogitò per rappresentare in forma 
geometrica il comportamento delle funzioni di una variabile complessa. 
Tuttavia alcuni teoremi classici, che risalgono al secolo XVIII, sono ~ellza 

dubbio da ascriversi alla Topologia, sia per quanto riguarda i eont,enuti 
che per quanto attiene ai metodi di dimostrazione: alludiamo per es. 
al teorema di El.TLERO, riguardante i poliedri che oggi vengono chiamati 
euleriani, ed al classico risultato riguardante il problema che viene riehia· 
mato abitualmente con la denominazione di (, problema dei ponti di 
Koenigsberg l). 

Il progresso deHa Matematica che si ebbe nella seconda metà del sec. 
XIX e soprattutto l'influenza delle idee che Rono alla base del classico 
«( Programma di Erlangen ~> di Klein (ved. Art. V, n. 14) eondusBero gra­
datamente allo studio delle proprietà topologiehe delle figure considerate 
come invarianti rispetto alle trasformazioni di un determinato gruppo, e 
precisamente rispetto alle trasformazioni che hanno 1:1 proprietà. di esseTe 
biunivoche e continue. 

Per es. il famoso teorema di EVLERO sui poliedri, testè ricordato, 
afferma ehe, indicato con V il numero dei vertiei, eon F il numero delle 
faccie e con B il numero degli spigoli di un poliedl'o convesso sussiste. 
t,fa i tre numeri la relazione 

(1.1) F-S+V- n 

Orbene, appare evidente che questa proprietà non dipende dal fatto­
che le faccie del poliedro siano piane e che gli spigoli siano rettilinei;. 
può benissimo sussistere anche qualora si immagini una superficie chiusa 
bilatera e si immagini un «( reticolato» tracciato su di essa. O~-yialllente·. 
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tale reticolato devB essere tale da avere eome (1 fa,ccie l} delle porzioni 
di superficie del tipo Il pezzo lì, tali cioè da potel'si pensare ottenute median­
te deforma~iom:' ('ontinua, senza lacerazioni e duplieazioni, da un cel'ehio; i 
(( lati lì devono essere archi di linea regolare, non interseeantisi tra loro 
in punti diversi dai 1;1 vertici f}, e privi di singolarità. 

Allora il teorema espresso dalla (1.1) può essere gene.ralizzato nel 
seguente: 

(1.2) p - l'" + S = 3 - 2p 

essendo p un numero intero che non dipende dal reticolato considerato, 
ma soltanto dalla superficie e ehe viene ehiamato « genere lì della super­
ficie stessa. 

Si accetta come un dato della intuizione il fatto che tale carattere 
numerico non varia. quando si sottoponga la superficie ad una deforma­
zione eontinua, senza lacerazioni o duplicazioni. 

Oltre al teorema citato, tra i risultati classici che riguardano questioni 
di Topologia, ricordiamo la scoperta della esist,enza di superfieie (l uni­
latere» ovvero (l non orientabili l), i risultati riguardanti i ({ nodi») e le 
«( trec~('e l) nello Rpazio tridimensionale, e quelli riguardanti i (l grafi I) (che 
qualche Autore chiama « singrammi l)); rieordiamo infine la massa di 
studi collegati con il classico « problema dfi quattro colori ì). Si fa risa­
lire alle ricerehe ricordate (alcune delle quali hanno da.to origine ad interi 
capitoli della Topologia 1110derna) la origine di quella che oggi è chiamata 
Topologia algebrica; tra i fondatori di questo ranlO de.Ha Topologia è 
abitualmente' annoverato H. POII\TCARÉ, per le Sue memorie sulla «( Ana­
lysis situs f). 

Ciò che abbiamo detto fin qui fa intuire abbastanza bene il modo in 
cui si concepiva, fino a qua.lehe decennio fa, questa dottrina: qua.si r.ome 
una « Geometria qualitativa ì}l cioè come una sistemazione logica delle 
propriet.à delle figure ehe risultano essere invarianti qualora si immagini 
ogni figura realizzata eon materiale infinitamente deformabile e la si 
sottoponga ad una deformazione continua ehe non farda intervenire 
laeerazioni o duplicazioni: in tal modo le nozioni classiche della Geo­
metria elementare, ehe sottintendono l'inyari:.:wza rispetto al gruppo 
dei moviment,i rig-idi e dell{:\ similitudini, non risultano applicabili; tutt,a,Yia 
qlu\lehe proprietà delle figure si COlli3:erya: si ha per es. ehe due curve 
dello spazio tridimensionale, che si inunaginal10 realizzate material­
mente mediante fili infinitamente estendibili e fLesi:iÌbili, rimangono anno­
date, ovvero concatenate tra loro qll<llnnque sia la de.formazione a cui 
vengono sottopost,l', pllrehè tale deformazione non giunga sino a laee~ 

rare qualcuna delle ('unTe. Analogamente, eOlne già abbiamo detto, un 
«( reticolato» tracciat.o su una superfieie eonserva il numero dei suoi 
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{i lati i> delle sue (l farcie l) e dei suoi (l vertici l) qualora la superficie stessa 
venga deformata. senza laeerarla o senza far entrare in eontatto due punti 
che prima erano separati. 

Vedremo che nelle coneezioni moderne della Topologia si giunge ad 
inquadrare rigorm;amente quel concetto di deformazione eontinlla che 
neUe trattazioni elassi<"'ile era lasciato alla intuizione, la quale lo t.raeva 
dalla esperienza esterna; si giunge quindi a formalizzare in modo inecee.­
pibile la ricerca di quegli invarianti che sono stati considerati argomento 
di studio proprio della Topologia fiu dai primi passi dello &viluppo di 
questa scienza. 

Vogliamo qui ri<'ordare un aUro campo di ricerca della ]'fatematica. 
del Recolo scorso che abitualmente si ('onsidera come origine di un seeondo 
ramo importante della moderna Topologia: ,ogliamo alludere al eampo 
delle rieerche ~ul continno. In questo ordine di idee si suoI far risalire 
l'origine di quel ra.mo della Topologia ehe nene abitualmente indica.to 
come (e Topologia degli insiemi di punti ~ (Point·set Topology) alle ri­
cerche di G. CX:"l"TOR sulla teoria degli in:,iemi. 

Lo :,\"olgimento drl pensiero matematito moderno si attua in un modo 
tale da eonierire alla Topologia una importanza sempre crescent.e. Essa 
appare ogni giorno di più come il coronamento degli studi che si inizia­
rono nel :-;.ec·olo 8('01'80 e ehe portarono il rigore nella Analisi matematica 
das.sÌ(-<l. e come là 8cienza che permette di es.primere in forma compatta 
e coerente le nostre conoseenze fondamentali sullo spazio ehe ('i circonda,. 

In questo ordine di idee è eomprensibile il fatto che aleuni espositori 
non si H('C'ontentino di eonsiderare la Topologia eome {( Geometria qua­
litati,a 'I ma addirittura la chiamino CI ~latematica qualitativa 1>1 volendo 
indiear€' cosi il fatto ehe la Topologia può €'5:sere considerata conle fonda.­
m€'nto tanto della Gt~ometria ('lassicamente intesa, che della Analisi 
matemati(·a. qua.si precedendo, per queste duf' srienze, gli sviluppi che 
portano alla introduzione dei concetti di numero e di misura. 

2. - ~elle esposizioni elementari di Topologia :'li usa prender le 
mosse dalla o8servaz;ione del fatto ("he tra le nozioni fondamentali della 
Awllisi matematica sta quella di limite e dl€' questa a sua volta f1i può 
ritenere basata l'ui (~oneetto di distanza. Invero si eOllf;iderì, a titolo di 
esempio, il eampo dei numeri reali. ehe indicherpmo con il simbolo R; 
per introdurre un linguaggio del quale ci varTemo anche nel seguito, 
riferendoc-i alla no1.:1, inlmagine geometrica. parleremo anehe di R eome 
della retta reale, e di un elemento :r E R <,ome di un punto sulla retta reale. 

Considerata una suceessione di punti di R 

(2.1) 
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come è noto, secondo la abituale definizione, si dice ehc la successione 
(2.1) tende al limite y e si scrive: 

(2.2) Hm J:1l = li 

se, eomunque si scelga, un E reale positivo, esiste un indìee n, funzioneo 
di c, tale ehe la relazione 

(2.3) I y - x. I < f 

valga qualunque sia rindicen purchè sia 

(2.4) n> ii . 

Questa ben nota definizione traduce in modo rigoroso la nozione che, in 
modo vago ed impreeiso, veniva t,a,J-volta espress(l" dicendo che i punti 
de.lla successione (2.1), al crescere delPindice n, si a1'1ilcina.no i-ndefinita­
mt'nte ad y. Precisanumte ei interessa osservare che per esprimere questa 
circostanza dell'a:pvieinmnento ei si serve del valore assoluto della diffe­
renza, 

(2.5) 

tra il punto limite y ed il punto ;l'n della snecessione. 
Osserviamo ehe la (2.5) dà una applicazione del prodotto cartesiano 

R X R sull'insieme dei numeri reali non negativi (yed. Art,_ II, n. 5), 
tale ehe il valore de.lla funzione (2.5) può essere afolsunto eome misura 
della (lista..nza tra due punti. 

Analoghe considerazioni possono essere svolte quando si consideri 
una n-pIa ordinata di numeri reali: 

(2.6) (x. E H) 

come un punto x di uno spazio numerico ad n dimensioni R" (ved. Art. V, 
n. lO). Considerata una sueeessione di punti co;<;iilatti 

(2.7) 

si suoI dire ehe un punto y E Rll è punto limite per la. successione (2.7) 
se, si può definire una proprietà di av'vi&inamento indefinito del punto 
della suecessiolle (2,7) al punto y, la quale si esprime in modo perfetta­
mente analogo a qnella precedente, essendo tuttavia ora la distanza tra 
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il punto y cc R" dato da 

ed il punto Xi della suef':e'ssione, espressa da 

(2.8) 

Pertanto, anche questa volta, la (2.8) stabilisce una applir,azione del 
prodotto cartesiano Rn X Rn nei reali non negativi che è atta a dare 
una immagine della dil;tanza ovvero anche della picinanzn di due punti. 

È facile, constatare che in termini analoghi si possono enunciare anche 
le elassiehe proprietà che riguardano le funzioni reali di una o di più 
variabili re~tli, che vengono t,rattate nei corsi elementari di Analisi ma­
tematiea. 

COlnf' è noto, nellp trattazioni abituali, dal concetto di distanza ora 
ricordato, tra due punti di uno spazio numerico Rn, si passa facilmente 
al con(~etto di intorno di raggio l5 (positivo) di un dato punto Y E Rn; 
si definisce così l'imdeme dei punti x E Rn tali che la loro dìstanza da y 
è inferiore al (j considerato. 

Infine, dal concetto di intorno di un punto Y E R, si passa alla de.iì­
nizione di punto limite o punto di a.ccu.mulazione di punti di un insieme J 

di Rn; in tal modo si passa facilmente alla definizione di insieme chiuso, 
di insieme a-perto, di frontiera di un insieme ecc,. 

Precisamente ricordiamo che un punto Y E Rn si dice punto limite oVVero 
punto d·i (U'C'u'»~'ula;;ione per un insieme J se in ogni intorno di y esistono punti 
di J; il punt.o Y si diea interrw ad J 8e esiste almeno un intorno di y i cui pWltì 
apparH1ngono tutti ad J; il punto y s.i dice l'sterrw rispetto ad J se esiste almeno 
un intorno di y tale che nessun punto di esso appartiene ad J; infine y si dice 
punto di frontiera per J S8 in ogni intorno di y esistono punti appartenenti ad 
J e punti non appartenenti ad J. 

Poste queste deflllizioni. si chiama chi.uso un insieme J se ad J appart.iene 
ogni suo punto di accumulazione, aperto nel caso contrario. 

3. - Abbiamo visto nel n. precedente eome, eonsiderato lo spazio 
Rn i cui elementi sono le n-pIe ordinate di numeJ'i reali 

(3.1 ) 

la nozione di punto limite di una successione di punti e quella di punto 
di accumulazione di un insieme J (così come le altre che rigua.rdano 
le funzioni continue e gli ulteriori eoneetti usualmente tratta.ti dall'Ana­
lisi matematica classica) sono essenzialmente basate sulla nozione di 
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distanza tra. due pnnti x ed y di R'" essendo tale dista.nza definita abituaI-, 
mente secondo la formula 

(3.2) d(:r, y) ~ y}: (y, =-,,.,.)' . 
k=l 

Queste considerazioni eonducono ad una prima facile generalizza.­
zione di questi concetti e portano alla introduzione del concetto di spaz;'"io 
metrico (cfr. ATt. V, n. 7). 

Sì suoI chiamare così un insieme S di elementi, che vengono ('·onveu­
zionalmente chiamati p'unti, tale che esista una funzione reale d, definita 
sul prodotto cartesiano S X 8 (cioè, in altre parole, una funzione delle 
coppie ordinate degli elementi di S) ehe viene chiamata distanza, e che 
gode delle seguenti fondamfmt,ali proprietà: 
indicat,i eon x, y, z degli elementi di /) si ha 

(3.3) d(x, y) > O 

(3A) dix, y) ~ O 

è eondizione necessaria e sufficiente perehè cl] ed y eoineida.no; 

(3.5) d(.v, y) ~ dry, x) 

(3.6) dix, y) < d(x, y) + d(y, z). 

La relazione (3.6) viene abitualmente (~hiamata dù;eguagZianza tria.'ngo­
lare, perchè si riduce alla. ben nota relazione tra le lunghezze dei lati di 
un triangolo avente come vertici i tre punti ,l', y, z dello spazio ordinario­
quando la diHtanza tra i punti sia calcola,ta come insegna la Geometria 
elementare. 

Dato uno spazio metrieo E, sulla base della nozione di distanr.R1 si 
definisce l'intorno di raggio r di un punto x E 8 conle l'insieme dei punti 
y ta.li che si abbia 

dix, y) < r. 

ESEMPIO 1. - Considerato lo spazio R" j quando si assuma come distanza 
tra due punti x, y il numero rea.Ie dato dalla (3.2), l'intorno di raggio r di un punto 
x è costituito da tutti i pWlti contenuti nell'ipersfera avente centro in x e raggio r. 

Lo spazio metrico E'n sul quale la distanza tra due punti è definita 
convenzionalmente dalla (3.2) viene anche chiamato spazio euclideo ad 
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n dimensioni ed indicato con E" (cfr. Art. V, nn. 12, 16). Invero la (3.2) 
a,ppare ('ome la ovvia generalizzazione. al caso di n coordinate, della 
formnla elw fornisce la distanza tra due- punti dello spazio abituale tri· 
dimensionale mediante le coordinate ('artesiane ortagonali dei punti. 

~ otiamo tuttavia che quella definita dalla (3.2) non è l'uniea funzione 
(~hé applìea ìl prodotto cartesiano R" '/ R· sui reali non nega,tiv! in modo 
da soddbhre alle proprietà (3.3) ... (3.6). Si può porre per es. 

" (3.8) dIx, y) ~ I y, -.l', 
1'=1 

oppure anche 

(3.9) d(x, y) = m"x { :.l', - .~, . .l', - y, I ... I x" - y" I } . 

Ovviamente in queRti due ultimi casi !"intorno di raggio r di un punto ;:/; 
non ha più il significato geometri<-o C'ui abbiamo accennato. 

ESE)lPlO 2. - Sì .può definire una distanza tra i punti di uno spazio B po­
nendo che 8i abbia d(x, y) = O allora ed allora soltanto che i due punti coincidono 
e rhe. Eòia sempre d(x, y) = l se i due punti 6Ono diversi. 

5i 'll"l'itica immediatamente che per qu~ta nozione di distanza COBÌ definita. 
.algono le proprietà (3.3) ... (3.6) sopra enunciate. 

~iarnente lo spazio 8 che si considera può essere un insieme di ele­
menti qualunque, e pertanto si può veritkare da qui che le nozioni che 
stiamo ("o~truendo hanno validità in un ('ampo ben più vasto di quello 
a eui potrebbe far pensare il linguaggio geometrico che usiamo, seeondo 
le ('on,enzioni eomuni. 

ESElIPIO 3. - Si consideri un intervallo I = {L I a ::;;: x ::::;:: b} della retta 
reale R e sia C lo ~pa,zio i cui elementi sono tutte le funzioni reali continue nel­
l'inter.allo. Indicate con f(;r.) e g(r) due funzioni cosiffatte, si può definire come 
loro distanza il numero 6eoguente 

(3.10) d(j, g) ~ max ti)'! - g(J') I . 

'El 

ESE.\IPIO 4. - Si consideri lo spazio cui elementi sono le rmccessioni 

{3.1I) 

di infiniti numeri reali, soddisfacenti alla eondizione che ogni serie 

(3.12) 
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sia convergente. Anch~ in questo caso si può definire una distanza tra due punti 
mediante la formula 

(3.13) 

Lo spazio che coBÌ :'li ottiene dotato della funzione dist.anza data dalla (3.13} 
appare come l'immediata generalizzazione dello spazio eudideo ad n dimensioni. 
(Spazio delle ('.oordinate di HILBERT). 

Gli ultimi esempi ehe abbiamo trattati ribadi~tono la validità della 
o8sel'vazìone ehe abbiamo fat,to a proposito dell'Esempio 2. 

4. - ~ei ni. precedenti abbiamo visto eome b, Analisi mat{".matica. 
classica fondi i suoi coneetti principali ~ul concetto di distanza e come 
questo possa eRSére esteso anche ad insiemi per i quali il linhl1.la.g',!!io g-eo­
metrico appare del tutto convenzionale, 

Hitorniamo ora, brevemente a eonsiderare la definizione di <i intorno l}­

di un punto, (·he abbiamo richiamata nei n i
• precedenti e che abbi:lmo 

visto essere. definibile in un qualunque spazio metrh~o S; si può m;ser· 
var{': che per le definiz.ioni e le trattazioni ehe interessano all'Analisi 
matematica J1enuneiato seguente {< la distanza trà, il punto x ed il punto y 
(dello spazio metrico considerat,o) è lninore di un numero reale b positivo l)' 

può essere sostituito dal seguente: « il punto y appartiene all'intorno 
del punto x avente raggio lì l). 

In altre parole si potrf'bbe dire ehe il fatto che un eerto punto abbia 
da un altro una distanza. minore di un certo numero reale positivo viene 
tradotto (',on la nozione logica di appartenenza del punto y ad un certo 
insieme~ rl1{': r llnivoc',amente determinato dal punt,o x e dal numero /i. 

Cii) sUg'~el'isee subito la immediata e fondamentale generalizzazione 
ehe porta a :'!>vineolarsi dal coneetto di distanza. e ad assumere eome con· 
eetto fondamentale quello di appartenenza. di un punto ad un insieme 
di una determinata classe. Si giunge c:osì a generalizzare il concetto di 
spazio metrico con quello di spazio topologieo. 

Questo viene introdotto prescindendo dalla nozione di distanza tra 
due punti, con sistemi di assiomi che pennettono di dare la massima 
generalità ai procedimenti ed alle nozioni della Analisi. 

Una delle trattazioni assionlatiche che si possono dare è la segllentf" 
(cfr. Art. V, n. 2): 

si chiama spazio topologico un insieme S di elementi (convenzional­
mente c1liamati punti) nel quale è assegnata una famiglia 3' di insiemi 
che sono sottoinsie,mi di S. 

Gli insiemi della famiglia :F vengono detti insiemi aperti o anche 
brevemente aperti e pertanto la famiglia :F viene ehiamata anche una 
famiglia di aperti. 
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La famiglia :F è tale che ogni punto x E S appartenga ad alme.no 
un insieme di !F e (',he siano soddisfatte inoltre le seguenti proprietà: 

1) l'insieme S f> un aperto j� 

2) !'insieme vuoto 0 è un aperto;� 

3) Pintersezione di due (ed in generale di un numero finito di)� 
a,perti è un aperto; 

4) l'unione di un numero qualsiasi di aperti è un aperto. 

Il fa,tto che ogni punto x E S appartiene ad almeno un insieIne della 
famiglia :F viene espresso solitamente dìeendo che la famiglia :J' ricop·ri.~ 

lo spazio S od anehe che c:ostituisce una copertura dello spazio S. 
Ovviamente la scelta della famiglia :F di insiemi che ricopre lo spazio 

può essere fatta in vari lllOdi; in eorrispondenza ad ogni fa.miglia che si 
sceglie si diee che si stabilisce una tOpOlOgl~a. su S. 

In partieolare, con riferimento agli ese.mpi che abbiamo tra,ttato 
nei n l

. prceedenti, se lo spazio 8 è uno spazio metrico, si può stabilire 
che la famiglia di aperti che lo rieopre. sia quella di tutti gli intorni di 
Dgni singolo punto di S. 

In particolare si dite che su S è stata stabilita una topologia banale 
(che qualehe Autore ehìama anche t.riviale) se la famiglia è costituita 
solta,nt,o dall'insieme S e dall'insieme vuoto 0. 

Sp d'altra parte la famiglia :F è costituita da tu.tti i sottoinsiemi di 8 
si suoI dire. che è stata stabilita su S la topologia discreta; lo spazio 8 è 
-deH,o a nche uno spazio discreto. 

Si noti che la assiomatizzazione che abbiamo esposta non ò la sola 
possibile.: se ne può dare una equivalente mediante insiemi ehe vengono 
chiamati cMusi se soddisfano alle seguenti proprietà: 

1) lo spazio S c l'insieme vuoto sono degli insiemi chiusi; 

:3) l'unione. di un numero finito di insiemi chiusi è un insieme c'hilUIO ì 

3) la intersezione di un nUlllero qualunque di insie.mi chiusi è un 
insieuw chiuso. 

Poichè la topologia su uno spazio 8 è de.termillata dalla seeJt.a della 
collezione di sottoinsiemi di 8 che vengono chiamati aperti e che costituì· 
.scono una copertura di 8 st,esso, si affa(~('hl l'iubito la questione della esi­
stenza di diverse topologie e del confronto tra esse. 

Siano a c T due famiglie di sottoinsiemi, clte. dànno luog-o a due topo­
logie su S. Si dice che a è più fine di T se si ha 
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cioè se ogni aperto di (j risulta essere anche aperto per la topologia cost,Ì­
tuita da aperti di t'. Se avviene che si abbia contemporaneamente 

(JeT ed anche rea 

f'ii suoI dire che le due topologie, determinate dalle famiglie (J e T , sono 
equivalenti. 

Per eH. si verifica immediatamente che eon le varie definizioni di distanza 
date nel n. 3 per lo spazio Rn si ottengono topologie equiva.1enti. 

È del tutto evidente ('he le nozioni che abbiamo introdotte per gli 
spazi topologiei sono più generali di quelle che riguardano gli spazi me~ 

trici e dalle quali abbiamo prese le mosse; pertanto ogni spazio metrico 
è anehe uno spazio topologiea (quando si assumano come aperti quegli 
intorni dei punti ehe sono stati definiti a partire dalla nozione di distanza 
tra due punti, valida per lo spazio metriro); non è vero il vire'ver8a. 
~asce anzi la importante questione se la topologia di uno spazio possa 
essere generata dalla nozione di una distanza tra le toppie di punti dello 
spazio stesso; più precisamente uno spazio dotato di t.opologia r:.i dice 
metriz:za.bilc se su di esso può essere. definita una nozione di distanza tale 
che la topologia che così si ottiene sia equivalente alla topologia ehe già 
esiste sullo spazio. 

5. - I eoncetti di spazio topologico e di topologia stabilita su nno 
spazio da una famiglia .1' di aperti condneono immediatamente a porsi 
la domanda se sia possibile definire la topologia, stabilita dalla famiglia .1', 
mediant,e un'altra famiglia più ristretta di aperti. 

Una famiglia :B cosiffatta si ehimna una ba.'u~ per la topologia stabilita 
dalla :Y !'ie essa costitllb(je una copertura.. deUo spazio S e se, considerati 
due aperti BI>:. e BfI della famiglia e considerato un punto p dello spazio 
appartenentl::\ alla iIlt.er~ezione dei due aperti suddetti 

p" B. n Br 

esiste un elemento B v della famiglia 8'> che è contenuto a sua volta nella. 
intersezionr Ba lÌ, Bp ed al quale appa,rtiene p. 

Per es. qua,udo si consideri il piano euelideo l)'!. (dr. ..L\.1't. V, n. 16) e 
la famiglia di aperti e08tituiti dagli insiemi di punti interni ad ogni l'erchio 
avcntc.' centro in un punto del piano stesso (elle stabilh;ce sul piano la to­
pologìa determinata dalla nozione abituale di distanza) si può assumere 
come baHe della fanliglia la famiglia. degli insiemi di punti interni ai eerehi 
del piano aventi raggi misurati da numerì l'azionali. 
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:Si può richiedere ulteriormente ("be data una. base j', per la topologia, 
dHlo 5-pazio 8 ogni aperto di :1> si possa ottenere eorne intersezione di un 
nUlDe'ro nnito di insie,mi di una famiglia "6. Se questo avviene, la famiglia 
~ si c-hiama una sottobase per la topologia di ,O;;;" 

Pt"'r e$.. ,'"'f" si considera la topologia del piano euclideo E2 ehe :3i ottiene 
....mant~ la definizione di distanza ehe ~ data dalla (3.9), ogni intorno 
di un punto J: qualunque, di raggio d. è dato dai punti interni al quadrato 
~ ha {""i'ntro in x, lati paralleli agli a:'$i delle toordinatr e di lunghezza 2c5. 
È Rbito n:"to éhe anche in questo {"3S0 nna base per la topologia conside~ 

rata €o fornita dai quadrati per cui d è razionale ed una sottobase è fornita 
dai ~piani del piano E2. 

& {"(:ln__dderi infine un sottoinsieme X di uno spazio S; qualora 8 sia 
lIDO op;uio lopoiogico, poich~ su di esso ~ slala definita una topoiogia 
IIWd:ia.ntt' una famiglia :F di aperti. è possibile anthe stabilire una topo~ 

~ su ..L C'onsiderando eome aperti di .x gli insiemi che sono inte-rse­
.zioDi di .I stf'S~O ('.on gli insiemi della famiglia ("he determina la topologia 
di S. Là ropolof!ia così ottenuta si thiama an("he topolog'ia relatIva, (del 
fOtt~-pazio X l. 

C05Ì pt"r es. considerato il piano ellc-lideo Vela topologia stabilita. 
A. di ~"O quando si assuma come famiglia di aperti quella degli insiemi 
:farm:ati d.a.i punti interni ai cerchi di 1Y. si può ottenere una topologia 
Rlath-a 5U una retta r di E2 considerando ("ome aperti di r le intersezioni 
c1:i r M~'3. eon gli aperti della topologia di P. Soi ~erifi{'a immediatamente 
dIlfo ~ ottiene così la abituale topologia sulla retta. quando si aS8umano 
.- 3pt'rti l'li intervalli (aperti) di punIi deUa retta. 

L - Abbiamo detto che la topologia ("ostruita su uno spazio S a 
pran:irf- da una famiglia :F di insiemi aperti ("he ne costituisce una eopertura 
e- dw- 5Oddi~fa alle condizioni esposte nel n. 3 costituisce una generalizza~ 

zionr. df.i (-(Incetti fondamentali della Analisi matematica e1assi{'a.. Questa. 
~ra.lione è Rtata suggerita dalla osser~azione ('he abbiamo faUa, 
dar riofo là introduzione del concetto di intorno di un punto .r permette 
di ~-t:itnin: renllllciato «il punto y ha da :r una distanza minore di o l)­

('OD renUD("iato: « il punto y appartiene alrintorno di x di raggio Ol}. 

La nonoll€' loJriea di appartenenza di un punto ad (almeno) un détel'mi~ 

nato in.5it"me dipendente da x può quindi essere estesa anf:he al C::LW in 
eui lo spazio S ('he si considera risulta essere tale che non si possa defi­
nire :su di es:"oo una nozione di distanza tra due punti, ma si possa solt.anto 
definire ll.Il3 famiglia :F di aperti che ne dia una. topologia. 

t Jt05Sibile così costruire una e;;;tensione del concetto di convergenza. 
di una suec.,."ione di punti e di punto di aeeumuiazione di un insieme. 

InT'ero :;:i convenga di chiamare intorno di un punto x ogni a.perto­
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della famiglia. 3' che contiene x stesso j allora considerata una successione 

(6.1) 

di punti dello spazio S, il punto x sarà detto limite della successione quando, 
,scelto comunque un intorno di x, esiste un indice li ta,]e che ogni punto 
della successione il eui indice n è maggiore di n· appa.rtenga all'intorno 

.suddetto. 
Analogarnente, considerato un illsieme X di punti di S, un punto x 

sarà detto p'unto (U acctl.·mulazione di punti dell'insieme X (o anche breve­
ment.e punto limite dell'insieme) se in ogni intorno di x esistono punti 
dell'insieme Rtesso diversi da x. 

Si possono così estendere anche ad uno spazio topologico S le abituali 
nozioni di insieme ehiu.'3o e di chiusura di un insieme. 

Invero si può definire chiuso, anche in questo caso, un insieme X ehe 
contiene ogni suo punto di accumulazione. Indicato poi con il simbolo 
()X l'insieme formato da tutti i punti di accumulazione di un insieme X, 
si può chiamare chiusura di X ed indicare con X l'insieme 

·(6.2) x ~ X U ~X. 

Pertanto la condizione che un insieme X sia chiuso può essere espressa 
'con la formula 

{6.3) 

Si dimostra poi, eon una dinlostrazione del tutto analogà a quella 
elelnentare abituale, che la operazione di chiusura, ripetuta due volte. 
non porta ad un insieme nuovo rispetto a quello già definito; si ha cioè 

(6.4) X~x. 

Invero consideriamo un punto y ehe appartenga all'insieme X, chimmra della 
chiusura di X; per definizione in ogni intorno di .r di y. cioè in ogni insieme della 
famiglia :F che costituisee una copertura dello spazio topologico S e che dà luogo 
alla topologia flullo spazio S, esiste almeno un punto z che appartiene alla chiu. 
sura di X; ma poiehè Z E Y, Y stesso può ancl~e essere ('.onsiderato come un in­
torno di z e pertanto, aneora per definizione ad Y appart.iene almeno un punto 
di X. Pertanto ad ogni intorno Y di y appartiene almeno un punto di X, cioè 
y appartiene alla chiusura X di X. 

Qualora si ehiami aperto unin,..,ieme ehe non è chiuso, indicando con 
il solito simbolo ex l'insieme complemeutare di un insieme X (rispetto 
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allo spazio 8) si dimostra fac-ilmente ehe il (Ò,omplementare di un in,·deme 
chiuRO è un insieme aperto; in altre parole dal sussistere della (6.3) ai 
t,rae ehe ex è un im:ieme aperto. 

7. - Le prinlc nozioni di Topologia su uno spazio, che abbiamo bre­
vemente introdotte nei nl. precedenti, si rivelerebbero Rearsamente fe­
conde se non potessero essere prese ("ome base per la cos trnzione di una, 
teoria delle eOlTispondenze tra punti di due spazi, (~orrit\pondenze ehe 
possano essere analizzate mediante le nozioni stesse. Si verifiea invece 
dle la fecondità delle nozioni è data appunto dalla pof.:,f-dbilità di e·stendere 
nlediante es:'\t" il eOllectto di funzione, di continuità" e gli altri eoneet,ti 
ehe sono fondameIlt~l.li per l'Analisi matemath'a. 

Si eonsiderino due .spazi ~Y e r e sia f: .x -+ Y una applicazione tra 
X ed }' ~ ovvero, eome .si suoI dire, una funzione definita su .x ed a valori 
in Y. Con~idera.to un ~ottoinsipmf' X' dì X~ indiehiamo eon 

T' ~f(X') 

l'insieme di clementi di T ognuno dei quali è irllllhl,gine di qualche ele­
mento di X'. 

L~ipotesi ehe l'applicazione f sia :-:nricttiva (Art. II, n. 3) vif~ne allora 
tradotta non la formula 

r ~f(X) 

la quale esprime che l'immagine dell'intero spazio X è l'intero Rpazio J"~ 

Oonsiderato poi un sottinsieme l" di 1"-, indichiamo con 

l'insieme degli elementi di X ognuno dei quali ha ('ome immagine un ele­
mento di Y'; tale insieme verrà anehe chiamato antiimmagine di Y'. 
In particolare, indicato con y un punto di T sarà. 

l'insieme degli elementi di X l'he vengono applicati in y, ovvero elle hannO' 
y rome immagiur-. 

Quindi se rapplicazione f stabilisee una COl'rispondenza biunivoca 
tra i due insiemi, rinsieme j-l(y) si riduce ad un unieo elemento di X. 

Si pensi ora stabilita su ognuno dei due insiemi X e.d T una topologia, 
che ne faecia degli spazi topologiei: sorge la questione fondamentale­
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di det,errninare come a,gisca l'applicazione J nei riguardi delle due. topo­
logico La abituale nozione dì continu·ità di una eorrispondenz[t tra due 
insiemi viene generali7.zata qui definendo come continua una applicazione 
,se rantiimmagine di ogni. aperto di Y è un aperto di X. 

Per eonstatal'e eome questa definizione stabilisca una effettiva gene­
ralizzazione della abitua.le nozione di cont,jnuità che è introdotta nei corsi 
classici di .Ana,}i~i matematica, elementare, si consideri per es. una funzione 
Y l'cale della variabìle reale x, definita in un intervallo ~YcR 

x = {x x, < x < x,} . I 

Sia Xo E X e sia 

y, = j(x,) ; 

nelle definizioni elementari la, continuità della funzione J in corrispondenza 
al valore X'l} viene definita nel seguente lnodo: la funzione f si chiama con­
tinua per x = .TI) se, prefÌssato un E positivo arbitrario, esiste un b (fun­
zione di E) tale ehe. per ogni ,v E X per cui è 

.-sia 

Ij(x) - j(xo) " < e . 

Questa definizione viene da alcuni Autori chiamata « la definizione 
c, b deUa, continuità l); essa può venire ovviamente riformulata conside­
rando le topologie che sulle due rette, alle quali appartengono rispetti~ 

vamente i valori della «variabile indipendente x l} e della «variabile di­
pendente li II sono stabilite dalla definizione. data nel n. 2; in ba,se a tale 
de.tinizione la distanza tra due « punti }) ;1j ed X o è d'lta dal valore ass()luto 
della differenza 

I x - x, I 

ed analogamente la distanza tra due punti li ed Yo è data dal vaJore asso­
luto della, differenza 

I y - Yo ,I. 

Allora, quando si consideri la definizione ehe abbiamo sopra 1'ieor­
da,t,a, scegliere un e positivo arbitrario significa seegliere un intorno (aperto) 
del v}llore j(x,) = y, rispetto alla topologia fissata sulla retta delle y; 
la continuità sussiste, in base. alla definizione, se ad ogni intorno apert.o 
di raggio e del punto j(xo) eorrisponde un intorno aperto (di un raggio 



[IV, 8] TOPOLOGIA 129 

opportuno ~) del puuto x, tale che ogni punto di questo secondo è appli­
{~<tto alla funzione f in un punto del primo. 

È ehiaro pertanto, da quanto abbiamo Ofa detto, che quando X 
ed r i'iano due spazi metrici, la definizione di C'ontinuità della funzione f 
.si dà nel modo abituale, eioè con le stesse parole ehe servono per la defi­
nizione nel (:380 della Analisi matematica elementare; è tuttavia super­
fluo osservare ehe la de-finizione steJoi.sa dipende ("",senzialmente dalla 
nozione di distanza ehe è stata stabilita sui due spazi metrici. 

Quella che era considerata dalla Analisi materna,tira dassica la defi­
nizione - per così dire - naturale di continuità era quindi frutto di una 
assunzione che si considerava {l natUI'ale .) di distanza tra due punti. 

Le analisi della Topologia. hanno quindi ribadito la dipendenza della 
nozione di continuità di una funzione da quella di distanza tra due punti 
di uno spazìo l ed hanno messo in evidenza la necessità di precisare que­
st'ultima perehè la prima abbia senso; inoltre, come si è visto, tali analisi 
hanno permeR.RO di estendere queste nozioni agli spa,zi topologici, anche 
non rnetrizzabili. 

8. - Si considerino ora, tre spazi: X, Y, Z, su ognuno dei quali sia 
stata stabilita una topologia: sia f: X ~ Y una applicazione di X su r 
e g: }' ~ Z una applieazione di r sU Z. Come è noto (dr. Art. V, nn. 1, 
6), " possibile defiuire il prodotto f O 9 delle due applicazioni come quella 
applicazione che fa corrispondere al punto x E X il punto g[f(x)J E Z. 

Se si suppone ehe le due applicazioni siano entrambe continue (benin­
teso con riferiment.o alle topologie stabilite) si può dimostrare facilmente 
<'he la applicazione f o g è pure continna. 

Si eonsideri ora llna applieazione f : ~r ~ Y dello spazio X :;;ullo spazio 
Y che sia biunivoca: esista cioè la applitazione i-l: y ~ ~f di Y su Xi 

'Si esprime qnesto fatto dicendo ehe la f è in particolare una tra.sforma.­
zione tra. i due Rpazi (presso aknni Aut,ori si ha la espressione «mappa. 
bijettit~a. f)) (dr. Art. II, n. 3). Sempre nella ipotesi che ognuno dei due 
spa.zi ~Y ed Y sia dotato di una topologia, la t'l'asformazione f si chiama 
omeornorfisrno se essa è- ('ontinun insieme eon la sua inversa f~l (dr. Art. V, 
n.6). 

È del tutto chiaro che si può pensare ad un omeomorfismo dello spazio 
X Sll se stesso e che in particolare la trasformazione identica, cioè la 
trasformaziollf'. i: X ---+ X tale ehe per ogni ;V E X si abbia 

i(x) ~ 'c 

,è un omeomorfismo. 
Si trae immediatamente da quanto è sta.to detto fin qui che esiste la 

possibilità di definire una legg(' di composizione degli omeomorfismi di 

~ - ikpel'torio ài matem.a./iche - VoI. I. 
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uno spazio topologico X su se st,esso in guisa. che rispetto ad essa gli omeo­
morfismi stessi formino gruppo (cfr. Art. II, n. ]l e Art. V, nn. l, 6); 
tale legge di composizione è data dal prodotto, sopra definito, di due 
applicazioni. 

Si intravvede inoltre la possibilità di impo~tare lo studio degli spazi 
topologiei seeondo una visione analoga a quella introdotta dal KLEIK 
per la classifieazione delle varie Geometrie, e ehe abbiamo ricordato 
nel n. 1. Precisanlente la considerazione del gruppo degli omemllorfismi 
di uno spazio X su se stesso può permettere di mettere in evidenza eerte 
proprietà degli insiemi di punti di X che potI'ebbero essere ehiamate 
« proprietà topologiehe J) degli insiemi s:tessi, e ehc risultano invarianti 
rispetto al gruppo ricordato degli omeomorfismi. Risulta così generaliz­
zata e precisata, almeno in parte, la visione che si aveva dE'Ila 'Jiop(Jlogia 
come «Geometria qualitativa l), di cui abbiamo fatto parola IleI citato 
11. 1; visione che era affidata alla intuizione la quale agiva sulla Rcorta di 
esperienze eseguite su eorpi de.llo spazio esterno che si pote.ssero mani­
polare sottopollendoli a deforulazioni continue, tali però da non variare 
la relazione di (t vidnanza l) tra eoppie di punti. 

9. - Abbiamo visto che le nozioni ed i concetti di Topologia. per­
mettono di dare forma ast,l'atta e rigoroi'la a certe nozioni di ({ Geometria 
qualitativa )) che erano basate sulla intuizione e di generalizzare t,a1i no­
zioni anche a casi in cui l'intuizione non serve come fondamento di con~ 

eetti geometrici~ e precisamente ai casi di spazi topologiei non metrizza­
zabili. Applicheremo queste nozioni, proseguendo nello stesso ordine 
di idee, per ritrovare molte tra, le nozioni intuit,ive della nostra visione 
geometrica dello spa,zio abituale. 

Si definisce separa.to uno spazio topologico 8 che eonsti della unione 
(nel senso insiemistieo del termine) di due insiemi aperti e disgiunti, 
tali cioè da non avere punti in eomune; si dimostra poi che la ster;r.;a condi­
zione, cioè quella di essere separato 1 può esser e·spre.ssa dicendo che lo 
spa,zio è la unione di due in.siellli ehiusi e disgiunti. 

Si de.fìnisee poi conneS80 uno spazio quando non è 8epa.rato; e si earat· 
terizza uno spazio topologieo eonnesso nlediante la condizione necessaria 
e sufficiente ehe in esso i soli insiemi ehe sono contemporaneamente aperti 
e ehiusi sono lo spazio stesso e rinsieme vuoto 0. 

Gli esempi più notevoli di spazi eonnessi sono offerti dalL't Geometria 
elementare e dalla Analisi matematica elementare: sono connessi per es.: 

a) lo spazio euelideo ad n dimensioni Er., qualunque sia 11, ed il 
complemento� di un punto in uno spazio euclideo E'I, per n > 1. 

b) la, sfera ad n dimensioni nello spazio euclideo En+l, per n> 0, 
cioè l'insieme dei punti dello spazio euelideo le cui coordina.te soddisfano 
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ad una equazione del tipo 

n+l
L (x,l' = l. 

i=1 

8i ha inoltre che la proprietà per un insieme di essere connesso è non 
soltanto una proprietà topologìca, cioè invariante per il gruppo degli 
omeomorfismi, ma anche per applicazioni continue: precisamente si 
dinlOstra che ogni immagine di uno spazio connesso per una applicazione 
continua è ancora uno spazio connesso. 

lO. - Sia S uno spazio topologico e sia :F una famiglia di insiemi a,perti 
che ricopra S (nel senso precisato nel n. 4); si dice che S è compatto se 
in :F esiste una sottofamiglìa finita 

(10.1) G = {A" A" ... , A.} 

di insiemi ehe a sua volta ricopre interamente S. 
Considerato poi un sottospazio X di S, questo si dice compatto se è 

compatto rispetto alla topologia indotta su di esso dalla topologia che vale 
in S (cfr. n. 5 l; pertanto X si dice compatto allora ed allora soltanto 
che ogni copertura dì X eon insiemi della famiglia !F che costituisce una 
copertura di S contiene una famiglia finita di aperti che ricopre X. 

La. nozione di spazio compatto e di sottospazio compatto di uno spazio 
S è di e~trema importanza, perchè costituisce il fondamento topologico 
di importantissimi u-.oremi ('he vengono dimostrati nella Analisi mate­
matica elementare; precisamente si ha: 

a) è compatto ogni intervallo chiuso della retta reale R, cioè ogni 
insieme I di punti x dato da 

(10.2) 

beninteso rispetto alla topologia che è data sulla retta reale R dalla defi­
nizione di distanza tra due punti definita mediante la (2.5). 

h) Ogni soUoinsienle chiuso di uno spazio eompa,tto è compatto. 
c) Ogni sottoinsieme compatto di uno spazio metrico è chiuso. 

Fno spazio l1 si diee numerabilmente compatto (o contabilmente com­
patto) se ogni sottoinsieme infinito X di 8 ammette in 8 un punto di aecu· 
mulazione. 

A proposito della proprietà di uno spazio di essere compatto e di essere 
numerabilmente compatto si dimostra che esse si conservano per tra· 
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sformazioni continue e quindi, a maggiore ragione, sono proprietà, topo· 
logiche. Inoltre si ha che ogni spazio compatto è anehe numel'abilmente 
eompatto. 

Quando ~i ricordi dò (:he è stato detto nel n. 3, si rieolloseeranno 
qui alcuni basilari teoremi che costituiscono il fondament.o dei eorsi 
elementari di Analisi matematica e precisamente il teorema che viene 
abitualmente ehia·mato di BOLZANO-"'EIERSTRASS.. che afferma la esistenza· 
di almeno un punto di accumulazione per un insieme J di punti di uno 
spazio euelideo E" quando i suoi punti siano infiniti e si trovino tutti a 
distanza, finita. ed il teorema, che va spesso sotto i nomi di HEINE~PIN· 

CHERLE-BoREL-LEBESGUE da cui si deduce anche che ogni funzione reale 
di 11 variabili reali che sia continua in un insieme chiuso e limitato è ivi 
anche uniformemente (·ontinua. 

Il. - Si considerino certi n spazi 

(11.1) 

e si supponga ehe ognuno di essi sia dotato di una topologia; si consideri 
poi lo spazio 

(11.2) 

che è prodotto cartesiano degli n spazi (11.1), cioè lo spazio 8 i cui punti 
x sono le -n-pIe ordinate di punti 

(11.3) ... , 

ognuno appartenente rispettivamente ad uno degli spazi (11.1). 
Consideriamo poi l'applicazione 

'llj:FJ--S j 

dello spazio 8 sullo spazio S j (;he fa corrispondere al punto ;r; E B il punto 
X j E 8 i ; tale applicazione, viene abitualmente. ebiamata proiezione. Sia 
U un aperto in Si; i.' possibile definire una topologia in S assumendo 
come sottobasc (Ofr. n. 5) per essa l'insieme delle antiimmagini JTjl( U) 
degli aperti degli fò.pazi Si; in aUre pa,role è possibile definire una topo­
logia in S assnmendo come aperti in jl) degli insiemi che vengono appli­
cati da ogni proiezione 7lj in a,pel'ti nei singoli spazi (11.1). 

A titolo di esempio, si eonsideri il piano euclideo EZ; esso può essere eonside­
rato ('ome il prodot,tn {~al'tesiano di due rette El ed Rz 
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ed ovviament.e un punto x E E2 è dato dalla coppia ordinata 

x = [Xl' x2] 

pertanto la prima e la seconda proìezione del punto ..c E E2 sono rispettivamente 
Xl ed x2 : 

Indiehiamo con U un aperto di R}; poniamo cioè 

u ~ {x, I a < x, < bl ; 

si immagini stabilito !ml piano E2 un sistema di coordinate cartesiane (anche obli­
que) di guisa ohe )j fòji possa pensare come il punto avente eome coordinate rispet­
tivamente Xl ea X z nel senso della geometria elementare; allora l'antiimmagine 
n-l(U) è ovviamente dat,l dalla striscia di punti compreHa tra due rette, paral­
lele all'asse delle eoordinate .r2 e rappresentate rispettivamente dalle equazioni 
Xl = a, x2 = b. 

È chiaro che queste antiimmagini formano una sottobase per la topologia di 
E'a. perchè questa può essere costruita assumendo come aperti i parallelogl'llmmi 
con i lati paralleli agli assi (cfr. nn, 4, 5). ed ognuno di questi parallelogmmmi si 
può chiaramente considerare come inter8ezione (nel senso insiemistico del tel'mine) 
di due striscie, ognuna delle quali ha le eoppie di lati paralleli ad uno degli assi. 

La nozione di topologia per uno spazio che è prodotto di altri può essere 
ulteriormente generalizzata, anche al caso in cui lo spa,zio S l';ia prodotto 
di ('erti l';pazi che non sono in numero finito, con opportune convenzioni 
(Topologia di TYCHONOFF) su cui llon ci sotTermiamo perehè esulano dalla 
esposizione presente alla quale vogliamo mante.nere il carattere di ele~ 

mentarità. Con una definizione rosiffatta di topologia per lo spazio pro­
dotto è possibile dimostrare in generale il teorema, facilnlente dimostra­
bile. nel caso di uno spazio prodotto di un numero finito di altri, che il 
prodotto di spazi compatti è pure eompatto. 

12. - Di grande importanza per le applieazioni sono gli spazi topo­
logiei per i quali valgono i cosiddetti Q,8siomi di sepd.razione (Trennlln­
gsaxiomen); pS8.i sono i seguenti: 

Assioma To - Dati due punti qualunque dello spazio topologieo S 
almeno uno di essi è eontenuto in lln apeTto ehe non contienI.."). Paltro, 

Assioma TI - Dati due punti di S, ognuno dei due è contenuto in 
un apert,o che non C'ontiene }laUro. 

Assioma T 2 (detto anehe Assioma di HAUSDORFF) - Dati due punti 
di S vi sono due aperti, che non hanno punti in comune, ognuno dei quali 
r.ontiene uno dei due punti. 

Si dimo&tra facilmente che questi assiomi impongono allo spazio delle 
('ondizioni sempre più restrittive, e che. uno spazio che soddisfa uno di 
questi soddisfa anche ai precedenti. 
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Si verifica inoltre ehe in uno spazio che soddisfa all'assioma, TI ogni 
punto, ed in gene.rale ogni insielne finito è un insieme chiuso. 

Infatti, com;;iderato un punto p, ogni altro punto gia.ce in un insiem~ aperto 
'Che non contiene p: pertant,o l'insieme complementare di p è un insieme unione 
di aperti, cioè è un aperto; di con8eguenza p è chiuso. 

Abitualmente gli spazi che soddisfano alla eondìzione T'l. vengono 
.chiamati spazi di HAUSDORFF. 

Per tali spazi valgono numerose proprietà, delle. quali CL limitiamo ad 
esporre le più importanti: 

Dato in uno spazio di HAUSDORFF un insieme compat,to C ed un 
punto p ~ C, esistono due aperti disgiunti (cioè non aventi punti in comune) 
tali che Pùno contiene p e l'altro contiene C. ~e consegue che in uno spazio 
di HAUSDORFF ogni insieme eompatto è anche ehiuso. Più in generale si 
ha che dati in uno spazio di HAUSDORFF due insiemi compatti H e K esi­
.stono due aperti disgiunti runo dei quali contiene H e l'altro K. 

Ovviamente si ha dalla definizione di spazio metrico che ogni spazio 
metrieo è uno spazio di HAusnORFF. 

Si ha inoltre immediatamente che ogni l'lottospazio di uno spazio di 
HAtTSDORFF è pure uno spazio di HA"FSDORFF e che il prodotto di due 
(e quindi anche di un numero finito di) spazi di HAUSDORFF è pure uno 
spazio di HAUSDORFF. 

13. - Si consideri ora uno spazio topologico S che soddisfi all'as­
sioma TI (cfr. ll. precedente) e si supponga inoltre che valga per ·esso 
il segnente 

A~sioma J.Y - Dat,i due insiemi chiusi qualunque X, T di S ehe siano 
disgiunti (cioè non aventi punti in eomune), esistono due insiemi aperti 
U e V contenenti rispettivamente X ed }' e non aventi punt,i in comune; 

-esistono eioè due insiemi U e Y tali che si abbia 

XcU: Un v = 0. 

Se lo spazio 8 soddisfa all'assioma N (olt,re beninteso all'assioma T l ) 

esso viene ehiarna.t.o norrnale. 
La nozione di spazio normale è di grande importLtnza per l'Analisi 

matematiea elementare, perchè si dimostra che- ogni spazio metrico è 
anche uno spazio normale. Inoltre sussiste per gli spazi normali la fonda­
mentale proprietà che è anehe enunciata. dal seguente teOl'ema (che viene 
"abitualmente chiamato anehe « Lemma di URYSOHN )): Condizione neces­
saria e sufficiente affinchè uno spazio B sia normale è che, considerati 
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due qualunque insiemi chiusi A e B dello spazio, esista una' funzione f 
a valori reali, definita sull'intero spazio S, che applica S sull'intervallo 
chiuso I della retta reale definito da 

in modo che si a.bbia 

I(A) ~ O I(B) ~ l. 

14. - ~ei numeri precedenti abbiamo ripetutamente affermato che 
uno degli seopi della Topologia è quello di dare la massima generalità ai 
concett.ì della Analisi rnatematiea; tra gli altri abbiamo considerato il 
concetto di limite per una sueeessione di punti della retta reale R e per 
una successione di punti in uno spazio topologico; sia in particolare 8 
nno spazio metrieo e sia 

(14.1) d(x, y) 

ia distanza dì due punti x ed y di S (cfr. n. 3). 
Si dice che una successione di punti di S 

(14.2) ;:(;)' X~, ... , X". o •• 

è una successione di CAUCHY se, comunque si fissi un é reale positivo, 
esiste un indice ii: tale che, per ogni coppia di ìndiei -m ed n che soddisfino 
alle condizioni 

m> n, n>n 

si abbia 

(14.3) 

Come è noto, quando lo spazio 8 sia la retta reale R e si aSfmma come distanza. 
tra due punti x, y la funzio.ne 

(14.4) d(x, y) = ! x ~ y I 

(cfr. n. 2) ogni suc.cesl'lione che ammetta un limite è Wla successione di CAUCHY 
e viceversa ogni succM8ione di CAUCIIY ammette un limite. 

In generale, quando S è uno spazio metrico, può avvenire ehe non ogni 
successione di CAUCHY su punti di S ammetta un limite che appartiene 
ad S. 
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Un fa.cile esempio si costruisce nel modo seguente: sia X l'intervallo aperto 
della retta rea1e B, eostituito dai numeri maggiori di zero e minori di l: 

x = {x I O < x < l} 

.essendo la distanza tra due punti data duna (14.4). Ovviamente quando si eoo­
sideri una suecessione monotona di numeri di X che abbiano eome limite lo zero. 
la condizione perchè. essa sia una successione di CAUCHY è soddisfatta, ma il li­
mitI.'> della successione, di punti di X non appartiene ad X, pel'chè è per ipotesi 
lo zero. 

Q,uando a-V'viene ehe uno spazio metrico contenga il punto limite di 
.ogni 8uc~cessione di Cauchy di punti di B lo spazio stesso si chiama (Jotn­

pleto. 
Si dimostra ehe è eompleto ogni spazio met,rico compatto e ehe ogni 

8ottospazio rhiuso di uno spazio completo è pure completo. 
È pure completo il prodotto di due (e quindi di un numero finito di) 

spar-i completi, quando .si assuma come topolog-ia nello spazio prodotto 
quella che ahhiamo definito &Opra nel n. Il. 

Ovviament,e la proprietà di uno spazio topologico S di essere completo 
non è lilla- proprietà topologiea, 

Basti pensare all'esempio che abbiamo trattato }JOCO sopra.: l'intervallo 
aperto X che abbiamo considerato può essere trasformato con una trasforma­
zione continua nell'intera retta rea.}e R, che è uno spazio completo. 

E'ia S uno spazio topologieo é sia ..;r un 8ottospazio di 8. Come è noto~ 

si dice ehe _Y" è denso in 8 8è ogni punto di 8 è punto di accumulazione 
di punti di X oppure appartiene ad X, cioè se si ha, 

Come esempio, si pensi alla retta reale R ed all'insieme dei punti ra.zionali 
di R; eome è not.o, ogni punto di R o è razionale oppure è limite di una su('.ees· 
aione di punti razionali. 

Sia Ora X uno 8pazio metrieo nQn completo; è possibile eostruil'e uno 
spazio metrico B tale che. X sia un sottospazio di S denso in B, in modo 
che la distanza di due elementi di ""y~ mìsurata in 8, eoine.ida con la distanza 
degli stef'fli in X. 

La C'ostruzione de.llo SIJa.zio B si ottie.ne con una te.enica ehe risulta 
essere la immediata generalizzazione. del procedimento che conduce a 
costruire l'insiemf'. dei nume.ri reali a partire dal campo dei numeri razio­
mdi: preci8umente si definisce tra le eoppie di successioni di CADeRY 
di punti dello flpazio X una opportuna relazione di equivalenza (Art. II, 
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n. 2), e si assumono come elementi dello spazio S le classi di aquivalenza 
delle succe,,"ioni di CAUCHY di punti di X (Art. II, n. 4), rispetto alla 
relazione- di equivalenza definita. 

15. - Le considerazioni che abbiamo eSpoRto nei pre:eedenti n , 
permettono ora di dare un preei~o significato al concetto di {< deforma­
zione continua l) il quale, sulla base di nozioni ehe venivano considerate 
eoroe «.ìntuitive l}, era posto a fondamento delle trattazioni elassiehc della 
Topologia eosì come abbiamo descritto nel n. l; sulla base di questo 
('.oneett,o, la Topologia veniva eonsidera,ta c·ome una sorta di « geometria,. 
qualitativa) la quale si oecupava delle proprietà delle figure ehe risul~ 

tavano invarianti rispetto alle trasformazioni biunivoche e eontinue 
.'lenza ecee:doni delle figure stesse. 

Per semplieità, ci limiteremo a considerare la deformazione continua 
di un eireuito unidimensionale imlnerso in uno &pazio met,riç9 8. A tal 
fine, consideriamo l'insieme I :< J prodotto dei due intervalli chiusi 
unita,ri I, J della retta euelidea, e poniamo 

jI ~ {I lO < I :S 1} 

I ,1 ~ {11 i (] < 11 < l} . 

Sia f nIla applicazione continua di I X tI in S; indiehiamo con 

(15.1) x ~ f(l, 11) (.lì E 8, t E I, .u. E J} 

il punto di S che l'applicazione f fa corrispondere alla coppia. di valori 
t ed u e supponiamo che si abbia per ogni U E J 

(15.2) fiO, 11.) ~ f(l, 1t) ~ x, . 

.Fissiamo un valore "ii, di ·u e supponiamo che l'applicazione 

(15.3) x~f(t,u) 

non applichi l'intero intervallo I nel punto X o; allora tale applicazione 
dà. luogo ad un insieme di punti di S che è immagine continua dell'inter­
vallo I e che rende nel modo più ~emplice l'idea del «circuito chiuso 1)­

immerso nello spazio 8, avente il punto Xo come punto di origìne e di ter­
mine. 

Gli infiniti eircuiti che si ottengono assegnando nella (15.3) ad U. 
tutti j valori app:utenenti all'int,erval1o chiuso J hanno tntti, in forza. 
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delle (15.2), la proprietà di avere il punto "'o come puuto di origiue e 
punto terminale; essi sono dei circuiti che si ottengono {{ deformando per 
'Continuità» il circuito datu dalla (15.3), sempre con la condizione che il 
~ircuit,o deformato abbia origine e termine in x. 

In particolare Re tra le funzioni (15.3) vi è una fnnzione che applica 
l'intero intervallo l nelFunie-o punto .no, allora ognuno dei circuiti (15.3) 
si dice contraibile nel punto xo• 

Si dimostrfl, f~},('ilmente che si può definire una relazione di «( equi· 
valenza )) tra eircuit.i dello spazio 8 .. relazione che ha le tre classiche pro­
prietà: riflessiva, simmetrica e transitiva delle relazioni che abitual­
mente vellgunu de~ignate con tale termine (Art. II, n. 2); prP,f1i1".anwnte 
tale rdazione si ottiene definendo ehe essa interceda tra due eil'euiti quando 
e.ssi Biano deformabili con continuità l'uno nell'altro, qualora a questa ope­
razione di «deformazione)} venga assegnat,o il senso ebe è Htato precisato 
nelle ponside.raziani che precedono. 

Ovvia,ment.e si ha -per es. in particolare. che tutti i circuiti che sono 
<ìontraibili Irel punto Xo sono tutti equivalenti tra loro. 

È pertanto possibile definire una intera classe di cireuiti che sono equi­
valenti ad un circuito dato; tnJe classe sarà detta anehp {l dasse di equi­
valenza" relativa al r.ir('uito stesso (Art. II, Il. 4). 

16. - Consideriamo ora due circuiti, applicazioni eontinue dell'in~ 

terval10 I nello spa,zio S, dati da due funzioni continue 

(Ifi.l) x = rp(t) , x = '1'(1) (t E 1) 

e supponiamo ehe entrambi i circuiti ab1;Jiano il punto Xo come origine 
e eome termine; siano dunque valide le relazioni 

(16.2) 'P(O) = '1',(1) = '1'(0) = '1'(1) ~ x" . 

Si può definire un terzo eireuito, ehe si diJ'à «( composto ,} con i prinli 
due, costruendo una terza applicazione eJ)(t) dell'intervallo .1 nello spazio 
S con la seguente l~gge 

\ </J(t) = '1'(21) per o< t s:: 1/2 
(16.3) 

(</J(I) = '1'(21 - l) per 1/2 < t < 1 . 

È chiaro dalle (16.3) che il circuito appartenente aù S e dato dalla appli­
cazione tJ>(t) ha. ancora come- origine e termine il punto X •o

Volendo descrivere il circuito definito dall'applicazione (16.3) in modo 
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intuitivo, si potrebbe dire che esso si ottiene « percorrendo) prima il 
circuito dato dalla applicazioue 'l'(t) e in 'eguito il circuito dato dalla, 
applicazioue 'P(t). 

In particolare si può definire il circuito che eorrisponde a quello defi­
nito dall'applicazione (16.1) percorso « in senso inverso) al precedente 
eon la seguente applicazione; 

(16.4) 'l'*(t) ~ '1'(1 - t) (tEn 

Si dimostrano i seguenti fatti: 

al l'operazione di « composizione» di due circuiti avent,i entrambi 
il punto X o come origine e eome termine. è associativa; in altre parole 
considerata una applicazione %(1) dell'intervallo I nello spazio 8 che sia 
eontinua e che soddisfi alle condizioni 

(16.5) %(0) ~c n(l) ~ x, 

analoghe alle (16.2) che valgono per le 'l'(t) e 'P(t), convenendo di scrivere 

(16.6) 

per indicare che l'applicazione <P(1.) e ottenuta dalle (16.3), e convenendo 
di usare gli 8tessi simboli anche per le a,pplicazioni che .si ottengono con 
opera.zione a,na.loghe mediante la y.(t), si ha 

(16.7) 

b) considerate le classi di equivalenza (nel senso spiegat.o alla fine 
del Il. precedente) alle quali a,ppartengono due circniti, ottenuti dalle 
applicazioni q; e 1jJ, la classe di equivalenza a cui appa,rtiene il circuito 
composto dei due dipende solta,nto dalle classi di equivalenza a cui appar­
tengono i circuiti ehe entrano nella composizione; 

c) in particolare si ha che se un cÌIcuito che corrisponde ad una appli­
ca.zione q;(t) viene composto in qualunque ordine con un circuito che è 
contrattibile. nel punto $0 la SlIa classe di equivalenza non varia; 

d) infine si ha che componendo il eircuito che eorrìsponde ad una. 
applicazione 'l'(t) con quello che corrispollde all'applicazione 'l'*(t) data 
dalla (16.4) si ottiene un circuito che è contmibile nel punto x,. 

I risultati che abbiamo esposto permettono quindi di costruire un 
gruppo (Art. II, n. Il) i eui elementi sono le classi di equivalenza dei 
circuiti che hanno $0 come punto di {{ partenza >~ e di «arrivo ». 
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L'operazione di (i eomposizione li del gruppo viene ad eF;scre quella 
che fa corrispondere a due eircuiti corrispondenti alle applicazioni rp(t) 
e 'l'I!) quella eorrispondente alle applicazioni <P(I) data dalle (16.;;); inoltre 
l'elenlento inverso del circuito corrispondente alla applicazione If(t) 
risulta essere il circuito eorrispondente alla applicazione rp*(t) data dalla 
(16.4); ed infine l'elemento neutro del gruppo è costituito dalla elasse di 
equivalenza cui appartengono tutti i c'ircuiti che sono eontraibili nel 
punto ..T'Q' Questo gruppo viene abitualmente chiamato «( gruppo di omo­
topia ad una dimensione f) dello spazio {) relativo al punto .ho' 

Sia ora un altro punto qualunque Xl di S; se avviene (',he esista una 
applien,zione continua. deWintcrvallo I nello spazio S 

(16.8) (I E II 

tale ehe si abbia 

(16.9) x, ~ y(O) ; x, = y(1); 

allora i due gruppi di amatopia, quello relativo al punto Xo e quello rela­
tivo al punto Xl sono isomorfi (Art. II, n. 9). Se la cireostanza (~he a,hbiamo 
sopra dCBeritta si verifiea quali che Riano i due punti ;.Co ed :1\ allora ov­
viamente tutti i gruppi di amatopia, relativi a tutti i punti 8, sono iso~ 

morfi tra loro e sono isomorfi ad un unico gruppo che viene chiamato sem­
plieemente (l gruppo di omotopia unidimensionale l) di S, senza più men­
zione del punto di parte.nza dei eii'cuiti considerati. Tale bJTUPPO di 
omotopia viene anehe thiamato gruppo diPoincaré dello spazio topo­
logico S. 

Quando si verificano le cinostanze ehe. abbiamo sopra enunciate si 
suoI dire l'he lo spazio 8 è eonneSRO per archi (arr-wise eonnected)j la 
descrizione intnitiva di questa particolarità dello spazio stesso viene 
data di('endo ('he, quali che siano due suoi punti X o ed ;L'l' esiste sempre 
una eurva continua che ha origine in :L'o, termine in XI ed appartiene 
ad S. 

Si verifica ehe il .6'TUppO di onlotopia dello spazio euclideo Et< ad n 
dimensioni si riduce al solo elemento neutro; eioè, in altre parole ogni 
eircuito ('hinso è contraibile nella. sua, origine; la cosa non è phì vera inveee 
quando si C'onsideri lo spazio euclideo E'll dal quale siano stati sottratti 
i punti appartenenti ad un sot,tm;pa7.io En-2 ad (n - 2) dimeu8ionij 
questo è il caso ehe si presenta per es. quando l'ordinario spazio tridimen­
sionale della geometria euclidea viene- «tagliato» lungo una retta, caso 
questo che interessa la fisica elementare, nello studio dei campi ma­
gnetici generato da una.. corrente elettrica rettilinea. 

Come si vede dalle poehe considerazioni che abbiamo fatt.e, lo studio 
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del gruppo di omotopia unidimensionale di uno spazio topologico appare 
di fondamentale. importanza per le applicazioni; va osservato che in 
genemle tale gruppo non è abeliano. 

Svolgendo delle considerazioni che sono le ovvie gener,alizzazioni di 
queUe ehe sono state esposte sopra si giunge a definire il gruppo di ama­
topia di dimensione qualunque di uno spazio topologico; si dimostra 
che:, quando la dimensione di un gruppo di amatopia sia maggiore di 1, 
il gruppo ste..~so È' abeliano. 

17. - Le considerazioni che 8volgeremo nei nl. ehe seguono sono 
dedieate alla esposizione dei principi di quella ('he viene chiamata {( To­
pologia algebriea I) e ehe si può eonsiderare come lo sviluppo di quella 
bra,nea delb topologia, di eui abbiamo parlato nella introduzione e che si 
rifà, allo studio de-lle proprietà delle figure dello spazio eousiderato dal 
punto di vista delle deformazioni biunivoche e eontinue. 

La espressione « Topologia algebl'ica l) fa pensare immedia,tamente 
all'applicazione de-i concetti e dei metodi dell'algebra moderna (detta 
anche ,Ùgebra astratta) (Art'. II, III) alla topologia. Effettivamente que­
sta applicazione ha ottenuto nei periodi più re.eenti una grande estensione 
e ha ampliato il prGprio campo incIudendovi insieme ad argomenti che in 
certo se11So venìva.no eOllsiderati come tradizionalmente at.tinenti alla 
Topologia anche altri numerùj)is8imi, elle tradizionahnente si pensavano 
non strettamente collegati con essa. 

In questa esposizione puramente elementare saremo eostretti a limi­
tarci agli argoment,i tradizionali, faeendo solo a1euni accenni totalmente 
sehcrnatiei alle applicazioni più recenti della Topologia. 

18. - Il più sempliee concetto della topologìHt algebrica è quello di 
(1 simplesso» e si potrebbe prl?,sentare eome una prima ed immedia.ta 
gene.ralizzazione del segmento sulla. retta, del triangolo nel piano, del 
tetraedro nello spazio j invero esso, nello spazio Rn ad n dimensioni, appare 
eOUle il poliedro avente n dimensioni e dot,ato del minimo numero di 
vertiei (rispetto alla dinlensione dello spazio in eui g-iaee) perehè eiò sia 
possibile. 

Consideriamo lo spazio Rn dellt~ n-pie di numeri reali 

e supponiamo che esso abbia la struttura di uno spazio euclideo; pertanto 
supporremo ehe i numeri eostituenti una n-pIa si possano t·onsiderare 
come le coordina te di un punto dello spazio e che per i punti ste·ssi valgano 
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le proprietà che ad essi competono in quanto punti di uno Bpazio cosif­
fatto. 

Quindi in particolare supporremo che siano validi i concetti di «iper­
piano l} dello spazio e di spazio lineare ad r dimensioni (Art. V, nn. 33, 
34, 36): il primo è il luogo dei punti le cui coonlinate soddisfano ad una 
equazione lineare del tipo 

n 
2:a;xi = b 

j=l 

ed il secondo è la intersezione di n - r iperpiani le cui equazioni risultino 
essere linearmente indipendenti. 

Siano ora dati (n + 1) punti dello spazio 

(18.1) 

e si supponga che essi siano in posizione tale ehe presi comunque T tra 
essi (con 'r:S: n) essi non giacciano in uno spazio subordinato avent,e 
un numero di dimensioni minore di (r - l). 

Indichiamo con 

\ i = O, l, ..., n 
(18.2)� x! 

I j = 1, 2, ..., n 

le coordinate dei punti dati e si consideri l'insieme dei punti x dello spazio 
tali che le loro coordina,te Xi (j = 1, ... , n) siano espresse nella forma 

n 
(18.3)� x; = I tkx~ 

k=O 

nella quale gli (n -t- l) coefficienti t' sono numeri reali soggetti alle con­
dizioni 

(18.4)� \ t' 2: O (k ~ O, l, ... , n) 
, n 

(18.5)� ( }: t' ~ l. 
k=O 

Simbolicamente le n formule (18.3) possono essere scritte nella forma 

(18.3') 
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Bempre beninteso supponendo che i eoeffieienti reali' t k soddisfino a-lle 
(18.4) e (18.5). 

L'insieme Y dei punti x così ottenuti viene chianlato «( simplesso j) 

ad n dimensioni dello spazio euclideo ad n dimensioni e i punti (18.1) 
veng-ono ehiamati «( vertici » del simplesso Y. 

È imme.diato osservare che se tra gli (n + 1) coefficienti t,k a1cuni, 
eioè rispettivamente uno, oppure due, oppure tre, oppure (n - 1) sono 
posti uguali a zero, la (18.3') fornisee un simplesso che è rispettivamente 
ad (n - 1), (n - 2), (n - 3), ... dimensioni, in quanto appartiene ad 
uno spazio euclideo che ha la dimensione corrispondente. 

Di simplessi cosiffatti ne esistono rispettivamente 

n + 1'J (n + l') (n + 1) .
( 1, 2 ... \n - 1 ' 

essi hanno per vertici quelli tra i punti (18.1) aventi gli indici uguali a 
quelli dei eoefficienti tk che non sono stati posti uguali allo zero. Questi 
simplessi vengono chiamati (l faceie») del simple:sdo Y 00n l'indicazione 
della dimensione che a ciascuna di esse corrisponde. In particolare tal­
volta le. faccie ad una dimensione vengono chiamate «( spig'Oli del 8im­
plesso Y)}. 

Per estensione, i concetti ehe abbiamo ora esposti vengono definiti 
anche nel ('.a80 in cui 'il tra i coefficienti tk siano posti uguali a zero (e quindi 
il rimanente sia posto uguale ad 1, in forza della (18.5);) i punti (18.1) 
sono chiamati faecie a zero dimensioni del simples80 .51', 

Abbiamo supposto che lo spazio Rn possegga la struttura di uno spa,zio 
euclideo e quindi valga iD esso l'abituale misura della distanza j si verifica, 
allora immediatamente che i punti del simple-8so Y che appartengono 
alle faccie del simpiesso stesso (quando questo abbia la dimensione n) 
sono punti della frontiera del simplesso; e viceversa, con riferimento 
alle formule (18.3), (18.4), (18.5) i punti x che corrispondono a valori 
dei coefficienti tk tutti diversi da zero sono punti intel'ni al simplesso Y, 
rispetto alla topologia stabilita nello spazio Rn. 

19. - Conside.riamo ora un simple880 Y ad n dimensioni nello spazio 
Rn e siano 

(19.1) 

i suoi vertici. È possibile assegnare al simplesso una orientazione quando 
si assegni ai suoi vertici un ordinamento j per es. quando si sia stabilito 
di distinguere ogni vertice con un determinato indice numerico, come 
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è stHto fat,to, Ri può convenire che alla permutazione fondamentale 

(l9.2) o, l, 2, 3, ... , (n - l), n 

corrisponda l'orientazione del simplesso Y che verrà, chiamata po,'fitiva" 
e si conviene ehe la stessa orientazione venga assegnata quando si consi­
derino i verticj secondo un ordine che si ottiene dalla permutazione 
fondamenta.Ie (19.2) eoD un nume.ro pari di scambi, mentre si conviene 
di assegnare l'orientazione opposta, da chiamarsi negati·va, ad ogni ordi­
namento dei vertici che corrisponda ad una permutazione che si ottiene 
da quella che è stata scelta come fonda,mentale mediante un numero 
dispari di Rcambi. Le due ol'ientazioni verranno abitualmente indica.te 
con i segni «( + l> e « - ». 

Il simplesso Y', quando sia considerato eome orientato, viene indicato 
con la, enllnriazione dei suoi vertiei in un ordine stabilito; si conviene 
per es. di indicare con il simbolo a" il simplesso che ha per vert,ici i punti 
(19.1), considerat,o orientato positivarnente quando si assuma la, permu­
tazione (19.2) come permutazione fondamentale e sì scrive 

(l9.3) a" = < xo, Xl' ..• , X..- l , x" > . 

Si considerino om le (n + 1) faccie ad (n - 1) dimensioni del simplesBO, 
faceìe ehe indie-heremo con i simboli 

ognuna di queste faeeie, come si è detto, si ottiene come un simplesso 
che ha per vertici soltanto n tm gli (n + 1) punti (19.1) che sono vertici 
del simplesso originario, e si ottiene quindi tralasciando un punto 
di an • Se conveniamo di indicare con un accento circonflesso il vertice 
di an tralasciato, il simplesso ad (n - 1) dimensioni che costituisce la 
faccia la quale si ottiene tralasciando il vertice di posto i-esimo sarà 
indicato eon il simbolo 

(19.4) 

Si conviene di assegnare al simplesso indicato dalla (19.4), eon i ver­
tiei dell'ordine in eui sono enunciati, l'orientazione data dal segno di 
(-1)'. 

Diremo che con questa convenzione si assegna al simplesso ad (n - 1) 
dinlensioni che è faccia di D'n l'orientazione naturale ("he ad esso competer 
appunto in qua.nto faccia di an , ed in conseguenza dell'orientazione sta­
bilita su questo. 
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Per es. si consideri in un piano una terna di punti non a,llineati che 
indicheremo con X Ol Xl' x2 ; consideriamo il simplesso orientat,o 

(19.5) 

avente come vertiei i pnnti suddett.i: esso può essere illustrato cauRi· 
derando il triangolo avente come vertici i pre punt,j ed assegnando su 
di esso una certa orjentazione, per es. convenendo di peTl~orrerne il peri­
metro in un certo sen"o, indicato dall'ordine in cui i vertici /'lona enun· 
eiati. Il simplesso a~ a due dimensioni ammette le tre fac.cie segue.nti 

, 
<xu x2 )\ a: = 

(19.6)� - (xo, x 2 ) (x2 , xo>('a: (xo, Xl> 

Queste sono costituite dai tre segmenti che sono i lati del triangolo,_ 
e su ognuno di essi la convenzione che abbiamo stabilita assegna ]'orien~ 

tazione naturale che è cOlleorde con quella che viene assunta abitual­
rnente in base all'intuizione, in ~eguito alla convenzione usata per asse· 
gnare un segno al triangolo assodando tale segno al verso di pereorrenza 
del perimetro. 

Ritornando al caso generale, si osseni ehe il simplesso orie.ntato 
a:- 1 ad (n - l) dimell.'~ioni ('he è faccia del simpleHso a n può essere dotato 
di una sua orientazione, in quanto considerato come un simplesso a 
sè stante; tale orientazione e stabilita per es. a partire da un certo ordina­
mento fissato sui suoi verti<'i, oppure perchè il simplesso stesso è faccia 
anche di un altro simplesso ad n dirnen~ioni, diverso da ano Questa orien­
tazione (per eosì dire \' preesistente))) "mi :-;implesso a;-1 ad (n -1) dimen­
sioni può essere eoncorde oppure di:"wordc con quella che ad esso compete 
in quanto faccia del simplesso a". Si eonviene pertanto di attribuire un 
coefficiente di incidenza a1 complesso a"-l, faceia di an, attribuendo a tale 
coeffieiente il valore + 1 oppure - 1 a seeonda che l'orientazione esistente 
fiul simplesso a~-1 ad (n. - l) dimensioni è concorde oppure discorde con 
quella ehe ad esso compete in quanto faccia di a'll, seeondo le conven­
zioni stabilite. 

Per riferirei all'esempio preeedente, può avvf'nire che i lati del trian­
golo ehe ha vertici nei tre punti xo, Xl' x 2 siano già stati orientati e che 
quindi le orientazioni stabilite dai versi di pen"orrenza, che fignrano nelle 
formule (19 .. 6) siano coneordi oppure diseordi con quelle che sono già, 
state stabilite sui lati del triangolo. 

Per uniformità di notazione porremo nel seguito 

10 • Reprrterrio di 1/l·afematiche - VoI. r. 
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ed indichereIllO con il simbolo t}~; il ooefficiente di incide-wza del simplesso 
ad n dimensioni a~ con il simplesso ad (n - 1) dirnensioni (]"-1 che ne 
costituisce la sua faccia; porremo anche 

(19.7) 

Ovviamente il concetto <}.i incidenza ehe qui è stato introdotto, come 
relazione che intercede tra il simplesso a n e le sue faecie, può essere gene­
ralizzato. 

Abbiamo infatti osservato che, una volta fissato il simplesfw ad n 
dimensioni afi , quando si considerflno soltant.o T tra, i suoi vertici (con 

r .(; n) si possono eostruire (n. + 1) simplessi ad (r - 1) dimensioni, 
" r I 

ognuno dei quali può essere convenientemente orientato. 
È possibile pertanto definire dei coefficienti di incidenza per qua­

lunque valore della dimensione r da 1 ad n; precisamente, considerati 
due simplessi o; ed 0;-1 al coefficiente di incidenza. 

viene attribuito il valore zero se 0';-1 non è faccia di a; e viene attribuito 
il valore + 1 oppure - 1 a seeonda che 0;-1 (essendo faccia di a;) pos­
segga una orientazione concorde oppure discorde con que.lla che ad -esso 
compete in quanto faccia di a;. 

Si costruiscono pertanto n matrici i cui elementi sono T 1, oppure 
- 1 oppure zero, ehe vengono chiamate ma.trici di incidenza corrispon~ 

denti ad ogni valore della dimensione, da 1 n,d n. 

20. - Le eonsiderazioni che abbiamo svolte nei preeedenti n i
• con­

ducono direttamente alla costruzione di certi enti algebrici relativi ai 
simplessi, enti che vengono chiamati catene sirnpliciaU. Queste si costrui­
scono estendendo in modo molto naturale l'operazione di f$. somma It ai 
simplessi di varie dimensioni; operazione che appare abbastanza evi­
dente quando ('j si riferisca alla illustrazione geometrica che abbiamo data 
di simplesso nello spazio euclideo ad n dimensioni. 

Per dare alla definizione che vorremo conseguire una certa generalità 
(che non è tuttavia la massima possibile) consideriamo un gruppo abe­
liano G, che può essere finito oppure no (Art. II, n. Il); indio.heremo 0.0­

me al solit,o e,011 « + >} roperazione di o.omposizione nel gruppo G e con (i O» 
l'elemento neutro per tale operazione; per fissare le idee il Lettore può pen­
sare per es. al gruppo .] formato dai numeri interi rispetto all'operazione di 
somma (presa nel senso abituale di questo termine) oppure al gruppo finito 
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degli interi modulo 2, costituito da. due soli ele.menti: 0, 1, con le leg­
gi di composizione 

Riferiamoci per semplicità ancora all'immagine dei simplessi di 
punti appartenenti aUo spazio Rn. Considerato un intero m maggiore 
di zero e non superiore ad n, chiamiamo complesso simpliciale ad m di­
mensioni un insieme K di simplessi di punti appartenenti allo spazio Rn 
soddisfacenti alla condizione che due simplessi dell'insieme che hanno 
in comune una faccia non hanno in comune alcun altro punto fuori di 
quella eventuale faccia comune. 

Consideriamo ora una applicazione, indieata simbolicamente con 
c... , la quale fa corrispondere ad ogni simplesso am del complesso K un 
elemento g del gruppo G; indicheremo questo fatto scrivendo: 

(20.1) 

con una scrittura, che è ovviamente mutuata dal simbolismo delle fun· ­
zioni dell'Analisi matematiea. 

Supponiamo ora ehe valga per l'applicazione t\n la, condizione 

(20.2) 

Inoltre, consideratt' due applicazioni cosiffatte ed. indicatele con 
c~ e c2' poniamo per definizione 

(20.3) 

essendo l'operazione indicata con « + )) nel secondo ::rp.embro la compo­
sizione nel gruppo G, ed essendo am un qualunque simplesso ad m dimen­
sioni di K. Chiameremo «catene m-dimensionali)) sul complesso K le 
applicazioni definite su K a valori in G che soddisfano alle leggi formali 
(20.2) e (20.3). L'insieme di tutte le catene m-dimensionali di K verrà 
indicato con il simbolo Cm(K, G). 

Ovviamente la (20.3) assegna all'insieme delle catene m·dlmensionali 
su K una struttura di gruppo abeliano, essendo l'operazione di composi­
zione indicata eon il simbolo «( + l) che è pure usato per indicare la compo­
sizione nel gruppo G; tale gruppo viene chiamato gruppo delle catene m­
dime'fl.s·ionaU di K a coefficienti in G. Come ulteriore convenzione si sta­
bilisce ehe se K non possiede simplessi ad m dimensioni, il corrispondente 
gruppo C",(K, G) sia formato dall'unico elemento zero. 

Consideriamo ora un simplesso GO'; chiameremo catena elementare 
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relativa. a aò" quella applicazione Cm che fa corrispondere al simpleBso a: 
un elemento go del gruppo G e ad un altro simples80 qualunque ad m dimen­
sioni l'elemento O di G; tale eatena elementare viene indicata con il sim­
bolo 

(21l.4) go· a;J' 

cioè come il prodotto formale dell'elenlento go del gruppo G e del Siffi­

plesso 08'. 
Per es. nel caso partieolal'e in cui il gruppo G coineida col gruppo J 

di tutti i numeri interi (relativi) l'elemento 9 è ovviamente un intero ·n 
e la (20.4) stabilisce la definizione del ('oneetto di « multiplo» di un ~dm­
plesso a~' secondo l'intero (relativo )n. 

Me,diante la com~idel'azione delle catene elementari una, qualunque 
catena del gruppo C(K, Gl può essere rappresentata nella forma sim­
bolica come somma di eatenp elementari 

(20.5) ~g,' a~" 
i= l 

essendo a m il numero dei simplessi ad 'm dimensioni che appartengono 
al {',omplesso K. 

Con ovvia generalizzar.ione di quanto è stato detto fin qui è possi­
bile definire il gruppo di tut,te le catene 8impliciali definite su K rispetto 
a tutte le dimensioni; tale gruppo risulta essere ovviamente la somma 
diretta di m gruppi abeliani, se m è la dimensione massima dei simplessi 
che appa,rtengono a K. È ane·he chiaro ehe si può ultp,riormente esten­
dp.re il ~oncetto di catena considerando una opportuna convenzione per 
attribuire un (l segno}~ ai singoli vertici e quindi considerando anche 
il gruppo delle catene di dimensione zero del complesso simpliciale K. 

21. - Sia ora K un eomple~so simpliciale orientat,o , sia a(:l un sim­
ple-.sso ad m dimensioni che appartiene a K e sia 

(21.1 ) go· a;;' 

la catena elementare ehe associa al simplesso 00' l'elemento go del gruppo 
G dei eoe.incienti e che aflsocia ad ogni altro simplesso del eomplesso K 
Felemento zero del gruppo G. 

Chiamiamo bordo della catena (21.1) ed indìchiamo eon il simbolo 
ò(g" un la catena ad (tn - 1) dimensioni definita da 

(21.2) 
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essendo la sonuna al secondo me.mbra estesa a tutti i simplessi ad (m - l) 
dimensioni che formano le faerie di aO', ognuno pre:'iO con rorientazione 
naturale ehe ad esso ('.ompete in quanto faccia di 0'0 ed avendo indieato 
con il simbolo (0'0' al'>l-l] il coefficiente di incidenza tra a;" e 0"-1 

(cfr. n. 19). 
In altre parole il bordo della eatena eleluentare 90a:: è la catena ('he 

si ottiene come· somma de,He (~atene elementari di dimensione (m - 1) 
ehe hanno valore go AU tutte le faceie di ar, orientate in modo natlIr'ale. 

Si vm'inca immediatamente che il bordo della somma di due catene 
è la :o:omma dei bordi di esse; in altre parole si può considerare il simbolo 
(l ~ ~> the a,bbiamo definito mediante la (21.2) ('.ome il simbolo di Ulla cor­
rh;pondenza univoea tra il gruppo delle Ci.l.tene ad m dimensiollL e quello 
delle catene ad Un - 1) dimemlioni: tale eorrispondenza, per la pro­
prietà rilevata or ora, è un omomorfismo. 

Si ehiama ciclo ad m dimf'm~Loni una catena ad 1n dimensioni tbc ha 
('·ome bordo l'elemento neutro (lo zero) delle tatene ad (m - 1) dimensioni. 
In base all'osservazione, ora fatta, l'insieme dei cicli ad m dimensioni 
eostituiste un sottogruppo del gruppo abeliano delle eat,ene ad m dimen­
sioni; tale sottogruppo è il nndeo dell'omornorft~mo simboleggiato dal­
l'opf'mtorc «2l f~ e precisamente il sottogrnppo (lefinito dalla proprietà 
che ogni sno elemento viene applicato nell'elemento neutro de.! gruppo 
corrispondente. 

Si dimostra anche il seglle.nte fondamenta,Je Teorema: ogni bordo è 
un cido. In altre parole se una ('atena ad m dimensioni è il bordo di una 
('atena ad (m - 1) dimensioni e.ssa ha come bordo l'eleme.nto neutro 
(lo zero) del gruppo delle catene ad (m - 1) dimensioni. 

La dimostrazione di questa fondamentale proprietà è facile in base 
aHa (19.4) che dà la definizioHp. di faccia di un simples.so; la verificheremo 
qui nel rmìO particolare e,d elementare che il gruppo G dei coefficienti 
delle e&t{'ne sia il gruppo J degli interi (rel~ttivi) e ehe il complesso K 
si riduca ad un simplefoi,so nello spazio a.bituale :l, tre dimensioni (tetraedro). 
Indicat,i eon 

vertici e posto 

il bordo di a~ è ovviamente la cat,ena 
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ed il bordo di queRta è data dalla catena 

+ <XOl Xa) <xo, Xz) + <Xl J Xa) 

+ <xo, Xl) <Xl' ,l'z> + (XOl X2) 

che si vel'ifiea subito essere relemento zero delle catene di dimensione L 
Pertanto, considerato il complesso simplìciale K ed un gruppo abeliano 

G, ad ogni dimensione m corrispondono tre gruppi: il gruppo Cm (KlG) delle 
catene simpliC'jali ad m dimensioni, il gruppo dei dcii, che indicheremo 
con Zm(K, G) ed il gruppo dei bordi, chc indicheremo con Bm(K, G); 
ovviamente questi due ultimi gruppi sono pure abeliani e sono sotto­
gruppi di Cm(K, G) e precisamente si ha la relazione, qualuuque sia la 
dimensiollf' m: 

(21.3) 

22. - In tutto quello che segue, fino ad esplìcito eventuale aìrviso 
contrario, supporremo che il gruppo abeliano dei roefficienti sia il gruppo J 
degli interi relativi e, che il complesso K sia fissato una volta per tutte; 
pertanto nei simboli che indicano i gruppi delle catene, dei cicli e dei 
bordi ad m dimensioni trascureremo di riehiamare ogni volta il gruppo G 
ed il complesso X, scrivendo semplieemente Cm, Zm, Hm rispett.ivamente. 

È ora possibile ne.! gruppo dei cieli ad m dimensioni considera,re il 
gruppo fattoriale (Art. VI, n. 5) rispetto al sottogruppo dei bordi; questa 
operazione, espressa c.on parole poco rigorose, eonduce sostanzialmente ad 
(, identificare) (eome si suoI dire) due t:.ieli quando differiseono soltanto per 
un terzo ciclo che è un bordo. Si ottiene così un gruppo abeliano, il qua.!e 
come si è detto risulta essere il gruppo fattoriale del gruppo dei cicli 
rispetto al sottogruppo dei bordij tale gruppo viene indicato col sim­
bolo Hm, ponendo quindi; 

(22.1) 

e viene chiamato (j gruppo di omologia ad m dimensioni» de.! comples­
so K. 

Questo gruppo abeliano è di fondamentale importanza nello studio 
dei eomplessi simpliciali: esso in generale essendo un gruppo abeliano, 
ammette eert,j generatori (Art. VI, n. ] 3); cioè certi elementi nlediante i 
quali, con combinazione lineare, si possono cost'l'uire tuUi gli eleulfmti del 
gruppo Hm. Tra questi generatori ve ne possono essere di quelli cicliei 
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(Art. VI, Il. 3) e di quelli aciclici; un elemento _ dft pn- • r DIP 
che esista, almeno un intero n· tale che si abbia: 

(22.2) na = 0, 

invece per un elemento del seeondo tipo una relazione del genere della 
(22.2) non può mai Kussistere. 

Gli clementi del primo tipo generano un ~ottogruppo del gruppo m, 
che viene chiamato «( gruppo della torsione >} ad m. dilnensioni. In base 
ad un teorema fondamentale di Algebra sui "fondamenti dei gruppi abe­
liani e dpgli spazi vettoriali (Art, III); il numero dei generatori del gruppo 
della torsione è un invariante del gruppo stesso rispetto ai cambiamenti 
de.gli elE'menti elle si assumono come «elementi base)1 per la espressione di 
ogni altro elemento del gruppo. 

Gli elementi del secondo tipo (aciclici) generano un gruppo libero; 
il nunwro dei g-enel'atori del gruppo viene chiamato nu'tì'tero di Beta ad 
m dimen~ioni del complesso. 

Indichiamo ora con aro (m = 0, 1, ... , n) il numero dei simplessi ad 
m dimensioni del complesso K. 

Quindi il numero degli elementi generatori del gruppo libero abeliano 
delle catene ad ln dimensioni di K (. amo Indi,,',hiamo poi eon ;m e con fJm 
il numero dei generatori dei gruppi Zm e B", rispettivamente. Suppo­
niamo per se,mplicith ehe non esista torsione; in tal caso i gruppi stessi 
sono gruppi abe,liani liberi. 

Poieht> l'omomortìsmo tra gruppi che è generato dall'opera,zione (1 () ) 

porta un elemento del t.,rrnppo delle catene ad m dimensioni in uno del 
gruppo Ero e porta ogni cielo nello zero (efr. Il. 21) si avrà 

(22.3) a m - ç", = Pm-l per 'In> O 

ed inohl'e, poichè ogni vertice può essere eonsiderato COllie elemento 
di una catena a zero dimensioni e può essere eonsiderato come cielo, 
si avrà anche 

(22.4) /Xo = ~II· 

Indichiamo ora con Pm(K} il numero di Betti ad m dimensioni del 
complesw le Poichò tale nunlero è il numero dei generatori del gruppo 
di omologia, ehe è il gruppo fattoriale del gruppo dei eieli rispetto a quello 
dei bordi, si a"\'Tà 

(22.5) 
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e quindi dalh, (22.3) 

(22.6) 

In parti<-'olare, se il complesso è ad n dimensioni non esistono catene 
che siano bordi ad n dimensioni; quindi si ha 

(2U) 

come caso particolare della, (22.6). 
Dalle formule. precedenti, sommando con segni alterni per vari 

valori di m da zero ad n si ottiene. la. relazione 

n
(22.8) L (~l)'p,(K). 

j=O 

Il numero 
n 

%(K) ~ L (- 1)''', 
j=l 

viene ehiamato «( caratteristica di Eulero l} del ("amplesso: il teorema 
espresso dalla (22.8) generalizza, in modo ovvio il r!as.<Ìeo teorema di 
Eulero sui poliedri, del quale abbiamo pa,rlato nella introduzione. 

23. - Ciò che abbiamo detto fin qui si riferisce a eomple,ssi ~impli­
ciali; appare tuttavia immediato pensare che la proprietà ehe abbiamo 
brevemente esposte si possano estendere anche ai luoghi di punti che si 
ottengano come trasformati di eomplessi cosiffatti mediante omeo­
morfismi. 

Ci si riallaceia così aUa eoncezione classica della Topologia. intesa 
come analisi delle figure nlediante lo studio delle proprif'tà che sono in­
varianti per le trasformazioni biunivoehe e continue. 

Non intendiamo qui proseguire in questa direzione. bastancloci avere 
aeeennato alla eosftj ei interessa invece dare qualC'he eenno di altre 
estensioni dei concetti che abbiamo esposto fin'ora. estpnsioni che si 
ottengono mediante l'applicazione. degli strumenti al{lebrici di cui ci 
siamo serviti. A tal fine consideriamo ancora il gruppo dì tutti' le catene 
del {)omplesso K ehe abbiamo considerato nei n i

• 20,21, 22: e~w ci si pre­
senta rome un gruppo abeliano 1 fornmto dalla somma diretta di certi n -r l 
gruppi che sono quelle catene delle varie dimensioni e dotato di un certo 
omomorfismo su se stesso; precisamente 1'0momorfismo che assoeia ad 
ogni catena ad tn dimensioni una eerta eatena ad (m - 1) dimensioni 
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(~he è il suo bordo, con la condizione che è espressa dal teorema fonda­
mentale enunciato alla fine del n. 21, cioè che ogni bordo è un cielo e 
quindi viene portato nell'elemento zero da una successiy-a applieazio­
ne dell'operazione indicata dall'operatore «ò». 

Si suole esprimere questo fatto dicendo che l'operatore «~~ è autQ­

1tullijico e si suole illditare questa proprietà con la formula seguente 

(2:l.1 ) 

~i (~. dimostrata di part,ieolare feeondità l'idea di eonsiderare un 
secondo operatore indicato per e,~_ con /1 r3 » il quale pure realizza un 
omomOl'thmlO su] gruppo delle catene del complesso associando ad ogni 
simplesso ad m dimensioni di K una catena ad (m + 1) dimensioni che 
-viene ehiamata. {, cobordo» del simplesso. Ovviamente una catena. che 
ammette eome ('obordo felemento zero delle catene ad (m + 1) dimen­
sioni fmrà, cl}iamata (( eoc'ielo I) c si dimostra ehe vale il teorema fonda· 
mentale clIc ogni C'obordo è un eoeielo e quindi llopera,t,ore ~ Ò » è auto­
nullifieo ('ome l'operatore (l Ò l). Si può quindi parlare del gruppo di eoomo­
logia ad Hl dimell15ioni, definito come il gruppo fattoriale dei cocicli ri­
spptto ai C'obol'dL 

La fec.ondità dell'idea ehe abbiamo hrf'.vemente aeeennata sta nel 
fatto ('he questi c~oneetti ~i possono a,pplieare anehe in L'ampi ehe a prima 
vista appaiono molto lontani da, quelli di eui abbiamo parlato in relazio­
ne alla particolare immagine geometrìca data dai compleRRi simplieiali. 

24. - A conclusione di quanto abbiamo detto fin qui vogliamo accen· 
nare ad un fondamentale teorema ehe è adottato come uno strumento 
fondanwntale in moltissimi campi della Topologia e deW.Analisi mate· 
matie:1,. Vogliamo dire del teorema abitualmente indicato come teorema 
del punto tì.~so o teorema di EROUWER. l'ella sua forma originale questo 
teorema viene è,nunciat.o nel modo seguente: ~ia dato un simplesso !/' 
e sia. (f' una trasformazione univoea di Y in 8e stesso, tale ehe considerato 
un punto P qualunque di .9', rp(P) sia interno ad Y'. Esiste allora almeno 
un punto fisso per la. trasformazione eia i.' esiste almeno un punto P tale 
ehe Hi a,bbia 

l' ~ rp(P) . 

Ovviamente ì'enuneìato che abbiamo dato e che si riferisce ad una tra­
sformazione di un simplesso in se stesso può essere via via generalizzato, 
estendendolo in ipotesi ehe siano via, vil} sempre meno restrittive, in modo 
da ottenere un risultato di grande generalità. Si intuisce facilmente tutta­
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via ehe un t,carema di esistenza eome quello ehe abbiamo enunciato 
possa essere applicato a.i campi più svariati e costituisea il lemma fonda­
mentale per le dimostrazioni di esistenza che occorrono. Yalga per tutti 
il caso della dinlOstrazione dell'esiste.nza della soluzione di un sistema 
di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine, eht' viene ricondotto 
alla dinlostrazione delPesistenza di un elemento unito per una, trasforma­
zione in ~è di nn opportuno spazio funzionale. 
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