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1. - Introduzione. — Le origini della Topologia si fanno risalire abitual--
mente agli studi di B. RiEmaxx sulle superficie (che portano ancora
oggi il nome di riemanniane) che Egli escogitd per rappresentare in forma
geometrica il comportamento delle funzioni di una variabile complessa.
Tuttavia alcuni teoremi classici, che risalgono al secolo X VIII, sono senza
dubbio da ascriversi alla Topologia, sia per guanto riguarda i contenuti
che per guanto attiene ai metodi di dimostrazione: alludiamo per es.
al teorema di EULERO, riguardante i poliedri che oggi vengono chiamati
euleriani, ed al classico risultato riguardante il problema che viene richia-
mato abitualmente con la denominazione di « problema dei ponti di
Kgenigsberg ».

11 progresso della Matematica che si ebbe nella seconda meta del sec.
XIX e soprattutto Vinfluenza delle idee che sono alla base del classico
« Programma di Erlangen » di Klein (ved. Art. V, n. 14) condussero gra-
datamente allo studio delle proprieta topologiche delle figure considerate
come invarianti rispetto alle trasformazioni di un determinato gruppo, e
precisamente rispetto alle trasformazioni che hanno la proprietd di essere
biunivoche e continue.

Per es. il famoso teorema di EULERo sui poliedri, testé ricordato,
afferma che, indicato con V il numero dei vertici, con F il numero delle
faccie e con 8§ il numero degli spigoli di un poliedro convesso sussiste
fra i tre numeri la relazione

(1.1) F—8S+ V=2,

Orbene, appare evidente che guesta proprietd non dipende dal fatto-
che le faccie del poliedro siano piane e che gli spigoli siano rettilinei;.
pud benissimo sussistere anche qualora si immagini una superficie chiusa
bilatera e si immagini un «reticolato » traceiato su di essa. Ovviamente.
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tale reticolato deve essere tale da avere come «faccie» delle porzioni
di superficie del tipo «pezzo », tali cioé da potersi pensare ottenute median-
te deformazione continua, senza lacerazioni e duplicazioni, da un cerchio; i
«lati » devono essere archi di linea regolare, non intersecantisi tra loro
in punti diversi dai « vertici», e privi di singolarita.

Allora il teorema espresso dalla (1.1) pud essere generalizzato nel
seguente:

(1.2) F_FV1+8=2_-2p

essendo p un numero intero che non dipende dal reticolato considerato,
ma soltanto dalla superficie e che viene chiamato « genere » della super-
ficie stessa.

Si accetta come un dato della intuizione il fatto che tale carattere
numerico non varia quando si sottoponga la superficie ad una deforma-
zione continua, senza, lacerazioni o duplicazioni.

Oltre al teorema citato, tra i risultati classici che rignardano questioni
di Topologia, ricordiamo la scoperta della esistenza di superficie ¢ uni-
latere » ovvero «non orientabili», i risultati riguardanti i «nodi» e le
« trecce » nello spazio tridimensionale, e quelli riguardanti i « grafi » (che
gualche Autore chiama «singrammi»); ricordiamo infine la massa di
studi collegati con il classico « problema dei guattro colori». Si fa risa-
lire alle ricerche ricordate (alcune delle quali hanno dato origine ad interi
capitoli della Topologia moderna) la origine di quella che oggi é chiamata
Topologia algebrica; tra i fondatori di questo ramo della Topologia ¢
abitualmente annoverato H. POINCARE, per le Sue memorie sulla « Ana-
lysis situs».

Cid che abbiamo detto fin qui fa intuire abbastanza bene il modo in
cui si concepiva, fino a qualche decennio fa, questa dottrina: quasi come
una « Geometria qualitativa », cioé come una sisternazione logica delle
proprieta delle figure che risultano essere invarianti qualora si immagini
ogni figura realizzata con materiale infinitamente deformabile e la si
sottoponga ad una deformazione continua che non faccia intervenire
lacerazioni o duplicazioni: in tal modo le nozioni classiche della Geo-
metria elementare, che sottintendono linvarianza rispetto al gruppo
dei movimenti rigidi e delle similitudini, non risultano applicabili; tuttavia
qualche proprieta delle figure si conserva: si ha per es. che due curve
dello spazio tridimensionale, che si immaginano realizzate material-
mente mediante fili infinitamente estendibili e flessibili, rimangono anno-
date, ovvero concatenate tra loro qualunque sia la deformazione a cui
vengono sottoposte, purché tale deformazione non giunga sino a lace-
rare qualcuna delle curve. Analogamente, come gia abbiamo detto, un
«reticolato » tracciato su una superficie conserva il numero dei suoi
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«lati » delle sue « faccie » e dei suoi « vertici » qualora la superficie stessa
venguy deformata, senza lacerarla o senza far entrare in contatto due punti
che prima erano separati.

Vedremo che nelle concezioni moderne della Topologia si giunge ad
inguadrare rigorosamente quel concetto di deformazione continua che
nelle trattazioni classiche era lasciato alla intuizione, la quale lo traeva
dalla esperienza esterna; si giunge quindi a formalizzare in modo inecce-
pibile la ricerca di quegli invarianti che sono stati considerati argomento
di studio proprio della Tepologia fin dai primi passi dello sviluppo di
questa scienza.

Vogliamo qui ricordare un altro campo di ricerca della Matematica
del secolo scorso che abitualmente si considera come origine di un secondo
ramo importante della moderna Topologia: vogliamo alludere al campo
delle ricerche sul continuo. In questo ordine di idee si suol far risalire
Y'origine di quel ramo della Topologia che vieme abitnalmente indicato
come « Topologia degli insiemi di punti»s (Point-set Topology) alle ri-
cerche di G. CANTOR sulla teoria degli insiemi.

Lo svolgimento del pensiero matematico moderno si attua in un modo
tale da conferire alla Topologia una importanza sempre crescehte. Kssa
appare ogni giorno di pit come il coronamento degli studi che si inizia-
rono nel secolo scorso e che portarono il rigore nella Analisi matematica
classica, e come la scienza che permette di esprimere in forma compatta
e coerente le nostre conoscenze fondamentali sullo spazio che ¢i circonda.

In questo ordine di idee & comprensibile il fatto che alcuni espositori
non si accontentino di considerare la Topologia come « Geometria qua-
litativa » ma addirittura la chiamino « Matematica qualitativa », volendo
indicare cosl il fatto che la Topologia pud essere considerata come fonda-
mento tanto della Geometria eclassicamente intesa, che della Analisi
matematica, quasi precedendo, per queste due scienze, gli sviluppi che
portano alla introduzione dei concetti di numero e di misura.

2. — Nelle esposizioni elementari di Topologia si usa prender le

mosse dalla osservazione del fatto che tra le nozioni fondamentali della
Analisi matematica sta quella di limite e che questa a sua volta si pud
ritenere basata sul conhcetto di distanza. Invero si consideri, a titolo di
esempio, il campo dei numeri reali. che indicheremo con il simbolo R;
per introdurre un linguaggio del quale c¢i varremo anche nel seguito,
riferendoci alla nota immagine geometrica. parleremo anche di B come
della retta reale, e di un elemento r € R come di un punto sulla retta reale.
Considerata una successione di punti di R

(2.1) Lyy Ty veey Ly oes
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come & noto, secondo la abituale definizione, si dice che la successione
(2.1) tende al limite » e si scrive:

(2.2) m 2, =y

n— oo

se, comungue si scelga un e reale positivo, esiste un indice n, funzione
di ¢, tale che la relazione

(2.3) |y —on | < e
valga qualunque sia l'indice n purche sia

(2.4) n>n.

Questa ben nota definizione traduce in modo rigoroso la nozione che, in
modo vago ed impreciso, veniva talvolta espressa dicendo che 1 punti
della successione (2.1), al crescere dell’indice n, si avvicinano indefinita-
mente ad y. Precisamente ci interessa osservare che per esprimere questa
circostanza dell'avvicinamento ci si serve del valore assoluto della diffe-
renza

(2.5) 'y — ., |

tra il punto limite ¥ ed il punto @, della successione.

Osserviamo che la (2.5) di4 una applicazione del prodotto cartesiano
R x R sullinsieme dei nunieri reali non negativi (ved. Art. II, n. b),
tale che il valore della funzione (2.5) pud essere assunto come misura
della distanza tra due punti.

Analoghe considerazioni possono esscre svolte quando si consideri
una n-pla ordinata di numeri reali:

(2.6) Lyy Lyy ey By " (#z,eR)

come un punto x di uno spazio numerico ad n dimensioni R* (ved. Art. V,
n. 10). Considerata una successione di punti cosiffatti

(2.7) Y, 2% .y BTy .

si sucl dire che un punto y € R* & punto limite per la successione (2.7)
se si pud definire una proprietd di awvvicinamento indefinito del punto
della sueccessione (2.7) al punto y, la quale si esprime in modo perfetta-
mente analogo a quella precedente, essendo tuttavia ora la distanza tra



1IV. 3] TOPOLOGIA 119

il punto y € R" dato da
¥y = 1[0 42 s ¥a]

ed i1 punto #* della successione, espressa da

(2.8) V 5w — i

Pertanto, anche questa volta, la (2.8) stabilisce una applicazione del
prodotto cartesiano R* x R» nei reali non negativi che & atta a dare
una immagine della distanza ovvero anche della ricinanza di due punti.

B facile constatare che in termini analoghi si possono enunciare anche
le classiche proprieta che riguardano le funzioni reali di una o di piu
variabili reali, che vengono trattate nei corsi elementari di Analisi ma-
tematica.

Come & noto, nelle trattazioni abituali, dal concetto di distanza ora
ricordato, tra duc punti di uno spazio numerico E", si passa facilmente
al concetto di intorno di ragpio § (positivo) di un dato punto y e R*;
si definisce cosi l'insieme dei punti « € B* tali che la loro distanza da y
& inferiore al & considerato.

Infine, dal concefto di intorno di un punto y € R, si passa alla defi-
nizione di punto limite o punio di accumulazione di punti di un insieme 3
di R~; in tal modo si passa facilmente alla definizione di insieme chiuso,
di insieme aperto, di frontiera di un insieme ecc.

Precisamente ricordiamo che un punto y € R* si dice punio limite ovvero
punto di accumulazione per un insieme J se in ogni intorno di y esistono punti
di 3; il punto y si dice interno ad I se easiste almeno un intorno di y i cui punti
apparrengono tutti ad J; il punto y si dice esterno rispetto ad J se esiste almeno
un intorno di y tale che nessun punto di esso appartiene ad J; infine y s dice
punto di frontiera per 3 se in ogni intorno di y esistono punti appartenenti ad
3 e punti non appartenenti ad 3.

Poste guneste definizioni. si chiama chiuso un insieme J se ad 3 appartiene
ogni suo punto di accumulazione, aperto nel caso contrario.

3. — Abbiamo visto nel n. precedente come, considerato lo spazio
R" 1 cui elementi sono le n-ple ordinate di numeri reali

3.1) Tyy Ty ooy Lpoy

Iz nozione di punto limite di una successione di punti e quella di punto
di accumulazione di un insieme J (cosi come le altre che riguardano
le funzioni continue e gli ulteriori concetti usualmente trattati dall’Ana-
lisi matematica classica) sono essenzialmente basate sulla nozione di
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distanza tra. due punti z ed y di R” essendo tale distanza definita abitunal-
mente secondo la formula

(3.2) d(x, y) = V z (Y — 4P
k=1

Queste considerazioni conducono ad una prima facile generalizza-
zione di questi concetti e portano alla introduzione del concetto di spazio
metrico (c¢fr. Art. V, n. 7).

Si suol chiamare cosi un insieme S di elementi, che vengono conven-
zionalmente chiamati punti, tale che esista una funzione reale d, definita
sul prodotto cartesiano S x S (cio¢, in altre parole, una funzione delle
coppie ordinate degli elementi di §) che viene chiamata distanza, e che
gode delle seguenti fondamentali proprieti:
indicati con x, ¥, 2 degli elementi di S ¢i ha

(3.3) dlz, y) =0
(3.4) diw, y) =0

¢ condizione necessaria e sufficiente perché x ed y coincidano;

(3.5) d(x, y) = d(y, x)
(3.6) diz, y) < diz, y) + dly, 2).

La relazione (3.6) viene abitualmente chiamata diseguaglianza triango-
lare, perche si riduce alla ben nota relazione tra le lunghezze dei lati di
un triangolo avente come vertici i tre punti r, y, z dello spazio ordinario
quando la distanza tra i punti sia calcolata come ingsegha la Geometria
elementare.

Dato uno spazio metrico 8, sulla base della nozione di distanza, si
definisce Pintorno di raggio » di un punto z € § come V’insieme dei punti
y tali che si abbia

(3.7) Az, y) <r.

EseMP1o 1. — Considerato lo spazio B”, quando si assuma come distanza
tra due punti z, ¥ il numero reale dato dalla (3.2), I'intorno di raggio r di un punto
@ & costituito da tuttii punti contenuti nell’iperstera avente centro in x e raggio ».

Lo spazio metrico R” sul quale la distanza tra due punti & definita
convenzionalmente dalla (3.2) viene anehe chiamato spazio euclideo ad
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n dimensioni ed indicato con E7 (cfr. Art. \, nn. 12, 16). Invero la (3.2)
appare come la ovvia generalizzazione. al caso di = coordinate, della
formula che fornisce la distanza tra due punti dello spazio abituale tri-
dimensionale mediante le coordinate cartesiane ortogonali dei punti.

Notiamo tuttavia che quella definita dalla (3.2) non é l'unica funzione
che applica il prodotto cartesiano R* ~ R® sui reali non negativi in modo
da soddisfare alle proprieta (3.3) ... (3.6). Si pud porre per es.

n

(3.8) iz, y) =Y v —u,

=1

oppure anche

(3.9) dic, y) =max{ x —y . &~ |.|T—y.|}.

Ovviamente in questi due nltimi casi l'intorno di raggio » di un punto w
non ha piu il significato geometrico cui abbiamo accennato.

EsEMPIO 2. — Si pud definire una distanza tra i punti di uno spazio S po-
nendo che si abbia d(x, y) = 0 allora ed allora soltanto che i due punti coincidono
e che sia sempre d(x, ) = 1 sei due punti sono diversi.

3i veritica immediatamente che per questa nozione di distanza cosi definita
valgono le proprieta (3.3) ... (3.6) sopra enunnciate.

Ovviamente lo spazio S che si considera pud essere un insieme di ele-
menti qualunque, ¢ pertanto si pud verificare da qui che le nozioni che
stiamo costruendo hanno validitd in un ecampo ben piu vasto di quello
a cui potrebbe far pensare il linguaggio geometrico che usiamo, secondo
le convenzioni comuni.

Esewrro 3. — Si consideri un intervallo I = (r|a < x < b} della retta
reale R e sia C lo spazio i eui elementi sono tutte le funzioni reali eontinue nel-
I'intervallo. Indicate con f{x) e g(r) due funzioni cosiffatte, si pud definire come
loro distanza i} numero seguente

(3.10) d(f, 9) = max f(r) — g(r)]| .
rel
EsExpio 4. — Si consideri lo spazio i cui elementi sono le xuccessioni
(3.11) T = {Zy, Tyr weu Fp, o}

di infiniti numeri reali, soddisfacenti alla condizione che ogni serie

(3.12) § e
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sia convergente. Anche in questo cago si pud definire una distanza tra due punti
mediante la formula :

(3.13) d{xr, y) = l/tg‘.l(f. — ¥

Lo spazio che cosi si ottiene dotato della funzione distanza data dalla (3.13)
appare come I'immediata generalizzazione dello spazio euclideo ad » dimensioni.
(Spazio delle coordinate di HiLeErT).

Gli ultimi csempi che abbiamo trattati ribadiscono la validita della
osservazione che abbiamo fatto a proposito dell’Esempio 2.

4. — Nei n'. precedenti abbiamno visto come la Analisi matematica.
clagsica fondi i suoi concetti principali sul concetto di distanza e come
questo possa essere csteso anche ad insiemi per i quali il lingnaggio geo-
metrico appare del tutto convenzionale.

Ritorniamo ora brevemente a considerare la definizione di « intorno »
di un punto, che abbiamo richiamata nei n'. precedenti e che abbiamo
visto essere definibile in un qualunque spazio metrico S; si pud osser-
vare che per le definizioni e le trattazioni che interessano all’Analisi
matematica l’enunciato seguente « la distanza tra il punto z ed il punto y
(dello spazio metrico considerato) & minore di un numero reale 6 positivo »
pud essere sostituito dal seguente: «il punto y appartiene all'intorno
del punto « avente raggio J».

In altre parole si potrebbe dire che il fatto che un certo punto abbia
da un altro una distanza minore di un certo numero reale positivo viene
tradotto ¢on la nozione logica di appartenenza del punto y ad un certo
insieme, che & univocamente determinato dal punto r e dal numero 4.

Cih suggerisce subito la immediata e fondamentale generalizzazione
che porta a svincolarsi dal concetto di distanza e ad assumere come con-
cetto fondamentale quello di eppartenenza di un punto ad un insieme
di una determinata clagse. Si giunge cosi a generalizzare il concetto di
spazio metrico con quello di spazio topologico.

Questo viene introdotto prescindendo dalla nozione di distanza tra
due punti, con sistemi di assiomi che permettono di dare la massima
generalith al procedimenti ed alle nozioni della Analisi.

Una delle trattazioni assiomatiche che si possono dare & la seguente
(cfr. Art. V, n. 2):

si chiama spazio topologico un ingieme S di elementi (convenzional-
mente clhiumati punti) nel guale ¢ assegnata una famiglia § di insiemi
che sono sottoinsiemi di S.

Gli insiemi della famiglia F vengono detti insiemi apertt o anche
brevemente aperti e pertanto la famiglia & viene chiamata anche una
famiglia di aperti.
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La famiglia & @ tale che ogni punto z e 8 appartenga ad almeno
un ingieme di F e che siano soddisfatte inoltre le seguenti proprieta:

1) l'insiemme S & un aperto;
2) I'insieme vuoto @ ¢ un aperto;

3} l'intersezione di due (ed in generale di un numero finito di)
aperti & un aperto;

4) I'unione di un numero qualsiagi di aperti é un aperto.

11 fatto che ogni punto x € S appartiene ad almeno un insieme della
famiglia F viene espresso solitamente dicendo che la famiglin F ricopre
lo spazio 8 od anche che costituisce una copertura dello spazio S.

Ovviamente la scelta della famiglia ¥ di insiemi che ricopre lo spazio
pud essere fatta in vari modi; in corrispondenza ad ogni famiglia che si
sceglie si dice che si stabilisce una topologia su S.

In particolare, con riferimento agli esempi che abbiamo trattato
nei n'. precedenti, se lo spazio & & uno spazio metrico, si pud stabilire
che la famiglia di aperti che lo ricopre sia quella di tutti gli intorni di
ogni singolo punto di S.

In particolare si dice che su § ¢ stata stabilita una topologia banale
(che qualche Autore chiama anche triviale) se la famiglia e costituita
soltanto dall'insieme S e dall’insieme vuoto ¢.

Se d’altra parte la famiglia F & costituita da tufti i sottoinsiemi di S
81 suol dire che é stata stabilita su S la topologia discrete; lo spazio § &
detto anche uno spazio disereto.

Si noti che la assiomatizzazione che abbiamo esposta non ¢ la sola
possibile: se ne pud dare una equivalente mediante insiemi clie vengono
chiamati chiusi se soddisfano alle seguenti proprieta:

1) lo spazio § e linsieme vuoto sono degli insiemi chiusi;
2) I'unione di un numero finito di insiemi chiugi & un insieme chiugo;

3) la intersezione di un numero qualungue di insiemi chiusi & un
ingieme chiuso.

Poiche la topologia su uno spazio S & determinata dalla scelta della
collezione di sottoinsiemi di 8§ che vengono chiamati aperti e che costitui-
scono una copertura di S stesso, si affaceia subito la questione della esi-
stenza di diverse fopologie e del confronto tra esse.

Siano ¢ e v due famiglie di sottoinsiemi, che ddnno luogo a due topo-
logie su S. Si dice che o & pi fine di 7 se si ha

GCT
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cioe se ogni aperto di ¢ risulta essere anche aperto per la topologia costi-
tuita da aperti di 7. Se avviene che si abbia contemporaneamente

cct ed anche 7co

si suol dire che le due topologie, determinate dalle famiglie ¢ e 7, sono
equivalenti.

Per es. si verifica immediatamente che con le varie definizioni di distanza
date nel n. 3 per lo spazio R”» si ottengono topologie equivalenti,

E del tutto evidente che le nozioni che abbiamo introdotte per gli
spazi topologici sono pit generali di quelle che riguardano gli spazi me-
trici e dalle quali abbiamo prese le mosse; pertanto ogni spazio metrico
¢ anche uno spazio topologico (quando si assumano come aperti quegli
intorni dei punti che sono stati definiti a partire dalla nozione di distanza
tra due punti, valida per lo spazio metrico); non & vero il viceversa.
Nasce anzi la imporiante questione se la topologia di uno spazio possa
essere geperata dalla nozione di una distanza tra le coppie di punti dello
spazio stesso; piu precisamente uno spazio dotato di topologia si dice
melrizzabile se su di esso puo essere definita una nozione di distanza tale
che la topologia che cosi si ottiene sia equivalente alla topologia che gia
esiste sullo spazio.

8. — I concetti di gpazio topologico e di topologia stabilita su uno
spazio da una famiglia ¥ di aperti conducono immediatamente a porsi
la domanda se sia possibile definive la topologia, stabilita dalla famiglia &,
mediante un‘altra famiglia pin ristretta di aperti.

Una famiglia B cosiffatta si chiama una base per la topologia stahilita
dalla & se essa costituisce una copertura dello spazio 8 e ge, considerati
due aperti B. e By della famiglia e considerato un punto p dello spazio
appartenente alla intersezione dei due aperti suddetti

pEBaﬂB,3

esiste un elemento B, della famiglia B che é contenuto a sua volta nella
intersezione B. Bp ed al quale appartiene p.

Per es. quando si consideri il piano eunclideo E* (efr. Art. V, n, 16) e
la famiglia di aperti costituiti dagli insiemi di punti interni ad ogni cerchio
avente centro in un punto del piano stesso (che stabilisce sul piano la to-
pologiza determinata dalla nozione abituale di distanza) si pud assumere
come base della famiglia la famiglia degli insiemi di punti interni ai cerchi
del piano aventi raggi misurati da numeri razionali.
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3i pud richiedere ulteriormente che data una base $ per la topologia
dello spazio S ogni aperto di B si possa ottenere come intersezione di un
numerv tinito di insiemi di una famiglia €. Se questo avviene, la famiglia
¥ si chiama una sottobase per la topologia di S.

Per es. se 31 considera la topologia del piano euclideo E? che si ottiene
mediante la definizione di distanza che é data dalla (3.9), ogni intorno
di un punto r qualunque, di raggio 4. & dato dai punti interni al quadrato
ehe ha centro in x, lati paralleli agli assi delle coordinate e di lunghezza 24.
E subito visto che anche in questo caso una base per la topologia conside-
rata ¢ fornita dai quadrati per cui 4 é razionale ed una sottobase & fornita
dai zemipiani del piano FE2.

Si eonsideri infine un sottoinsieme X di uno spazio §; qualora 8 sia
wmo spario topologico, poiché su di esso é stata definita una topologia
mediante una famiglia & di aperti. é possibile anche stabilire una topo-
Jogia su Y. considerando come aperti di X gli insiemi che sono interse-
ooni di Y stesso con gli ingiemi della famiglia che determina la topologia
di 8. La topologia cosl ottenuta si chiama anche fopologin relativa (del
sottespazio YX).

Cosi per es. considerato il piano euclideo E* e la topologia stabilita
fa di esso quando si assuma come famiglia di aperti quella degli insiemi
formati dai punti interni ai cerchi di E*. si pu¢ ottenere una topologia
relativa sn una retta r di E? considerando come aperti di r le intersezioni
di r stessa con gli aperti della topologia di E. Si verifica immediatamente
¢be 1 ottiene cosi la abitnale topologia sulla retta. quando zi assumano
come aperti gli intervalli (aperti) di punti della retta.

& — Abbiamo detto che la topologia costruita su uno spazio § a
partire da una famiglia & di insiemi aperti che ne costitunisce una copertura
e che soddisfa alle condizioni esposte nel n. 3 costituisce una generalizza-
mope dei concetti fondamentali della Analisi matematiea classica. Questa
considerazione é stata suggerita dalla osservazione che abbiamo fatta,
che eioe 1a introduzione del concetto di intorno di un punto xr permette
di sostituire l'enunciato «il punto y ha da r una distanza minore di & »
eon l'enunciato: «il punto y appartiene all'intorno di x di raggio & ».
La nozione logica di appartenenza di un punto ad (almeno) un determi-
nato insieme dipendente da 2 pud quindi essere estesa anche al c¢aso in
cul Jo spazio § che si considera risulta essere tale che non si possa defi-
nire su di esso una nozione di distanza tra due punti, ma si possa soltanto
definire una famiglia & di aperti che ne dia una topologia.

E possibile cosi costruire una estensione del concetto di convergenza
di una successione di punti e di punto di accumulazione di un insieme.

Invero si convenga di chiamare intorno di un punto z ogni aperto
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della famiglia & che contiene z stesso; allora considerata una successione
-(6.1) Zyy Byy ooy Tny ane

di punti dello spazio 8, il punto  sara detto limite della successione quando,

.scelto comunque un intorno di x, esiste un indice = tale che ogni punto
della successione il cui indice # & maggiore di ® appartenga all'intorno
.suddetto.

Analogamente, considerato un insieme X di punti di 8, un punto 2
gard detto punio di accumulazione di punti dell’insieme X (o anche breve-
mente punto limite dell'ingieme) se in ogni intorne di z esistono punti
dell’insieme stesso diversi da .

Si possono cosl estendere anche ad uno spazio topologico 8 le abituali
nozioni di insieme chiuso e di chiusura di un insieme.

Invero si pud definire chiuso, anche in questo caso, un insieme X che
contiene ogni suo punto di accumulazione. Indicato poi con il simbolo
2.X linsieme formato da tutti i punti di accumulazione di un insieme X,
si pud chiamare chiusura di X ed indicare con X Yinsieme

(6.2) X =Xy X.

Pertanto la condizione che un insieme X sia chiuso pud essere espresss
con la formula

(6.3) ' X-—-X.

Si dimostra poi, con una dimostrazione del tutto analoga a quella
elementare abituale, che la operazione di chiusura, ripetuta due volte,
non porta ad un insieme nuovo rispetto a quello gia definito; si ha cioé

(6.4) X—=X.

Invero consideriamo un punto y che appartenga all’insieme X, chiusura della
chiusura di X; per definizione in ogni intorno di ¥ di , cio® in ogni insieme della
famiglia § che costituisce una copertura dello spazio topologico S e che da luogo
alla topologia sullo spazio S, esiste almeno un punio z che appartiene alla chiu-
sura di X; ma poiché z2e ¥, Y stesso pud anche essere considerato come un in-
torno di z e pertanto, ancora per definizione ad ¥ appartiene almeno un punto
di X. Pertanto ad ogni intorno ¥ di y appartiene almeno un punto di X, ciod
y appartiene alla chiusura X di X.

Qualora si chiami aperto un iniieme che non & chiuso, indicando con
il solito simbolo CX l’insieme complementare di un insieme X (rispetto
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allo spazio S) si dimostra facilmente che il complementare di un insieme
chinso & un insieme aperto; in altre parole dal sussistere della (6.3) ai
trae che CX ¢ un insieme aperto.

7. — Le prime nozioni di Topologia su uno spazio, che abbiamo bre-
vemente introdotte nei n'. precedenti, si rivelerebbero scarsamente fe-
conde se non potesgero essere prese come base per la costruzione di una
teoria delle corrispondenze tra punti di due spazi, corrispondenze che
possano essere analizzate mediante le nozioni stesse. Si verifica invece
che la fecondita delle nozioni é data appunto dalla possibilita di estendere
mediante esse il concetto di funzione, di continuita, e gli altri concetti
che sono fondamentali per PAnalisi matematica.

Si considerino due spazi X e Y e sia f: X - Y una applicazione tra
X ed Y. ovvero, come ai suol dire, una funzione definita su X ed a valori
in Y. Considerato un sottoinsieme X' di X, indichiamo con

= fl&)
Pingieme di elementi di ¥ ognuno dei gnali & immagine di qualche ele-
mento di X'.
L’ipotesi che Yapplicazione f sia suriettiva (Art. I, n. 3) viene allora
tradotta con la formula

Y= f(X)

la quale esprime che l'immagine dell’intero spazio X & lintero spazio Y.
Considerato poi un sottinsieme Y’ di Y, indichiamo con

(Y

Pinsieme degli elementi di X ognuno dei quali ha come immagine un ele-
mento di Y'; tale insicme verria anche chiamato antiimmagine di Y'.
In particolare, indicato con y un punto di Y sari

)

Pinsieme degli elementi di X che vengono applicati in y, ovvero che hanno
¥ come immagine.
Quindi se l'applicazione f stabilisce una corrispondenza biunivoca
tra 1 due insiemi, l'ingieme f-1(y) si riduce ad un unico elemento di X.
Si pensi ora stabilita su ognuno dei due insiemi X ed ¥ una topologia,
che ne facecia degli spazi topologici: sorge la questione fondamentale
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di determinare come agisca 1’applicazione f nei riguardi delle due topo-
logie. La abituale nozione di confinwita di una corrispondenza tra due
ingiemi viene generalizzata qui definendo come continua una applicazione
se Vantiimmagine di ogni aperto di ¥ & un aperto di X.

Per constatare come questa definizione stabilizca una effettiva gene-
ralizzazione della abituale nozione di continuita che ¢ introdotta nei corsi
classici di Analisi matematica elementare, si consideri per es. una funzione
y reale della variabile reale x, definita in un intervallo X< R

X={z|n <z<z}.
Bia o, € X e sia
Yo = fl50) 3

nelle definizioni elementari la continuita della funzione f in corrispondenza
al valore x, viene definita nel seguente modo: la funzione f si chiama con-
tinua per z = x, se, prefissato un & positivo arbitrario, esiste un § (fun-
zione di ¢) tale che per ogni re X per cui &

|7 — x| <O
R[ia
Jf(f) “f(mo) I[ <Le.

Questa definizione viene da alenni Autori chiamata «la definizione
g, O delle continuitd »; essa pud venire ovviamente riformulata conside-
rando le topologie che sulle due rette, alle quali appartengono rispetti-
vamente i valori della « variabile indipendente x» e della « variabile di-
pendente y » sono stabilite dalla definizione data nel n. 2; in base a tale
definizione la distanza tra due « punti» x ed %, & data dal valore assoluto
della, differenza

Ery

ed analogamente la distanza tra due punti y ed y, & data dal vulore asso-
luto della differenza

by — !

Allora, quando si consideri la definizione che abbiamo sopra ricor-
data, scegliere un ¢ positivo arbifrario significa scegliere un intorne (aperto)
del valore fix,) = 7, rispetto alla topologia fissata sulla retta delle y;
la. continuitd sussiste, in base alla definizione, se ad ogni intorno aperto
di raggio ¢ del punto f(x,) corrisponde un intorno aperto (di un raggio
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opportuno 4) del punto «, tale che ogni punto di questo secondo e appli-
cato alla funzione f in un punto del primo.

E chiaro pertanto, da gnanto abbiamo ora detto, che quando X
ed Y siano due spazi metrici, la definizione di continuita della funzione f
si da nel modo abituale, cio¢ con le stesse parole che servono per ia defi-
nizione nel caso della Analisi matematica elementare; & tuttavia super-
fluo osservare che la definizione stessa dipende essenzialmente dalla
nozione di distanza che ¢ stata stabilita sui due spazi metrici.

Quella che era considerata dalla Analisi matematica classica la defi-
nizione — per cosi dire — naturale di continuitd era quindi frutto di una
assunzione che si considerava « naturale » di distanza tra duve punti.

Le analisi della Topologia hanno quindi ribadito la dipendenza della
nozione di continuitd di una funzione da quella di distanza tra due punti
di uno spazio, ed hanno messo in evidenza la necessita di precisare que-
st'ultima perche la prima abbia senso: inoltre, come si ¢ vigto, tali analisi
hanno permesso di estendere queste nozioni agli spazi topologici, anche
non metrizzabili.

8. — Si considerino ora tre spazi: X, Y, Z, su ognuno dei quali sia
stata stabilita una topologia: sia f . X — Y una applicazione di X su Y
€ ¢g. Y — Z una applicazione di Y su Z. Come & noto (cfr. Art. V, nn. 1,
6), ¢ possibile definire il prodotto f o ¢ delle due applicazioni come quella
applicazione che fa corrispondere al punto z e X il punto g[f(z)]eZ.

Se gi suppone che le due applicazioni siano entrambe continue (benin-
teso con riferimento alle topologie stabilite) si puo dimostrare facilmente
che la applicazione fo ¢ & pure continna.

Si consideri ora una applicazione f . \' — Y dello spazio X sullo spazio
Y che sia biunivoca: esista cioé la applicazione f-1: YV - X di ¥ su X;
si esprime questo fatto dicendo che la f & in particolare una trasforma-
zione tra i due spazi (presso alcnni Autori si ha la espressione « mappa
bijettiva ») (cfr. Art. IT, n. 3). Sempre nella ipotesi che ognuno dei due
gspazi .Y ed Y sia dotato di una topologia, la trasformazione f si chiama
omeomorfismo se essa ¢ continua insieme con la sua inversy f-1 (efr. Art. V,
n. 6).

F del tutto chiaro che si pud pensare ad un omeomorfismo dello spazio
X su se stesso e che in particolare la trasformazione identica, ciod la
trasformazione ¢ X — X tale che per ogni 2 e X si abbia

i(x) =

€ un omeomorfismo.
Si trae immediatamente da quanto & stato detto fin qui che esiste la
possibilita di definire una legge di composizione degli omeomorfismi di

9 - Repertorio di matematiche - Vol. 1.
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uno spazio topologico X su se stesso in guisa che rispetto ad essa gli omeo-
morfismi stessi formino gruppo (efr. Art. I, n. 11 e Art. V, nn. 1, 6):
tale legge di composizione ¢ data dal prodotto, sopra definito, di due
applicazioni.

Si intravvede inoltre la possibilita di impostare lo studio degli spazi
topologici secondo ung visione analoga a quella introdotta dal KLEIN
per la classificazione delle varie Geometrie, ¢ che abbiamo ricordato
nel n. 1. Precisamente la considerazione del gruppo degli omeomorfismi
di uno spazio X su se stesso pnod permettere di mettere in evidenza certe
proprietd degli insiemi di punti di X che potrebbero essere chiamate
« proprieta topologiche » degli insiemi stessi, e che risultano invarianti
rispetto al gruppo ricordato degli omeomorfismi. Risulta cosi generaliz-
zata e precisata, almeno in parte, la visione che si aveva della T'opologia
come « Geometria qualitativa », di cui abbiamo fatto parola nel citato
n.1; visione che era affidata alla intuizione la quale agiva sulla scorta di
esperienze eseguite su corpi dello spazio esterno che si potessero mani-
polare sottoponendoli a deformazioni continue, tali perd6 da non variare
la relazione di « vicinanza » tra coppie di punti.

9. — Abbiamo visto che le nozioni ed i concetti di Topologia per-
mettono di dare forma astratta e rigorosa a certe nozioni di « Geometria
qualitativa » che erano bhasate sulla intuizione e di generalizzare tali no-
zioni anche a casi in cui l'intuizione non serve come fondamento di con-
cetti geometriei, e precisamente ai casi di spazi topologici non metrizza-
zabili. Applicheremo queste nnzioni, proseguendo nello stesso ordine
di idee, per ritrovare molte tra le nozioni intuitive della nostra visione
geometrica dello spazio abituale.

Si definisce separato uno spazio topologico 8 che consti della unione
(nel senso insiemistico del termine) di due ingiemi aperti e disgiunti,
tali cioe da non avere punti in comune; si dimostra poi che la stessa condi-
zione, cioé quells di essere separato, pud esser espressa dicendo che lo
spazio & la unione di due insiemi chiusi e disgiunti.

Si definisce poi connesso uno spazio quando non é separato; e si carat-
terizza uno spazio topologico connesso mediante la condizione necessaria
e sufficiente che in esso i soli insiemi che sono contemporaneamente aperti
e chiusi sono lo spazio stesso e 1'ingieme vuoto 2.

Gli esempi pill notevoli di spazi connessi sono offerti dalla Geometria
elementare e dalla Analisi matematica elementare: sono connessi per es.:

a) lo spazio enclideo ad n dimensioni E», qualunque sia n, ed il
complemento di un punto in uno spazio euclideo E", per n > 1.

b) la sfera ad n dimensioni nello spazio euclideo E~+!, per » > 0,
cioé I'ingieme dei punti dello spazio euclideo le cui coordinate soddisfano
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ad una equazione del tipo

nt1

Z’. (z,)2 =1.

8i ha inoltre che la proprietd per un insieme di essere connesso & non
soltanto una proprietd topologica, cioé invariante per il gruppo degli
omeomorfismi, ma anche per applicazioni continue: precisamente si
dimostra che ogni immagine di uno spazio connesso per una applicazione
continua & ancora uno spazio connesso.

10. — Sia S uno spazio topologico e sia F una famiglia di insiemi aperti
che ricopra 8 (nel senso precisato nel n. 4); si dice che S ¢ compatto se
in 5 esiste nna sottofamiglia finita

(10.1) G = {A, Ay, ..., An}

di ingiemi che a sua volta ricopre interamente 8.

Considerato poi un softospazio X di §, questo si dice compatto se &
compatto rispetto alla topologia indotta su di esso dalla topologia che vale
in 8 (efr. n. 5); pertanto X si dice compatto allora ed allora soltanto
che ogni copertura di X con insiemi della famiglia ¥ che costituisce una
copertura di § contiene una famiglia finita di aperti che ricopre X.

La nozione di spazio compatto e di sottospazio compatto di uno spazio
8 & di estrema importanza, perché costituisce il fondamento topologice
di importantissimi teoremi che vengono dimostrati nella Analisi mate-
matica elementare; precisamente si ha:

a) & compatto ogni intervallo chiuso della retta reale R, cioé ogni
ingieme J di punti « dato da

(10.2) I<={z|al ol b}

beninteso rispetto alla topologia che & data sulla retta reale R dalla defi-
nizione di distanza tra due punti definita mediante la (2.5).
b) Ogni sottoinsieme chiuso di uno spazio compatto & compatto.
¢) Ogni sottoinsieme compatto di uno spazio metrico & chiuso.
Uno spazio S si dice numerabilmente compatto (0 contabilmente com-
patto) se ogni sottoinsieme infinito .Y di S ammette in § un punto di aceu-
mulazione.
A proposito della proprietd di uno spazio di essere compatto e di essere
numerabilmente compatto si dimostra che esse si conservano per tra-
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sformagzioni continue e quindi, a maggiore ragione, sono proprieta topo-
logiche. Inoltre si ha che ogni spazio compatto & anche numerabilmente
compatto.

Quando si ricordi c¢id che & stato detto nel n. 3, si riconosceranno
qui aleuni basilari teoremi che costituiscono il fondamento dei corsi
elementari di Analisi matematica e precisamente il teorema che viene
abitualmente chiamato di BoLzZANO-WEIERSTRASS, che afferma la esistenza
di almeno un punto di accumulazione per un insietne J di punti di une
spazio euclideo E” quando i suoi punti siano infiniti e si trovino tutti a
distanza finita, ed il teorema, che va spesso sotto i nomi di HEINE-PIN-
CHERLE-BOREL-LEBESGUE da cui si deduce anche che ogni funzione reale
di » variabili reali che sia continua in un insieme chinso e limitato & ivi
anche uniformemente continua.

11. — Si considerino certi » spazi
(11.1) ' 8y, 80 oy S,

e si supponga che ognuno di essi sia dotato di una topologia; si consideri
poi lo spazio

(11.2) S =8 X8 x ..xN,

che & prodotto cartesiano degli » spazi (11.1), cioé lo spazio S i cui punti
« sono Je n-ple ordinate di punti

(11.3) &= [r, By, ooy D]

oghuno appartenente rispettivamente ad une degli spazi (11.1).
Consideriamo poi ’applicazione

TC_;:LQ‘—PAS’,'

dello spazio 8 sullo spazio §; che fa corrispondere al punto x € 8 il punto
z;€ 8,; tale applicazione viene abitualmente chiamata proiezione. Sia
U un aperto in §;; & possibile definire una topologia in 8 assumendo
come soflobase (Cfr. n. 5) per essa linsieme delle antiimmagini 7;74(U)
degli aperti degli spazi §,; in altre parole & possibile definire una topo-
logia in § assnmendo come aperti in 8 degli insiemi che vengono appli-
cati da ogni proiezione =z, in aperti nei singoli spazi (11.1).

A titolo di esempio, si consideri il piano euclideo E?; esso pud essere conside-
rato come il prodotto cartesiano di due rette R, ed R,

E*=R, x R,
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ed ovviamente un punto x € E? & dato dalla coppia ordinata
z = [w, 2l (18 By 2y € Ry)

pertanto la prima e la seconda proiezione del punto xr € E? sono rispettivamente
x, ed x,:
AGE = By 5 M = L.
Indichiamo con U un aperto di R,; poniamo ciod
U={z |a <z <b};

8l immagini stabilito sul piano E? un sistema di coordinate cartesiane (anche obli-
que) di guisa che » si possa pensare come il punto avente come coordinate rispet-
tivamente «#; ed x, nel senso della geometria elementare; allora l’antiimmagine
7 1(U} & ovviamente data dalla striscia di punti compresa tra due rette, paral-
lele all’asse delle coordinate ., e rappresentate rispettivamente dalle equazioni
r =a, x, =b.

E chiaro che queste antiimmagini formano una sottobage per la topelogia di
B2, perché questa puod essere costruita assumendo come aperti i parallelogrammi
con 1 lati paralleli agli assi (cfr. nn. 4, 5). ed ognuno di questi parallelogrammi si
pud chiaramente considerare come intersezione (nel senso insiemistico del termine)
di due striscie. ognuna delle quali ha le coppie di lati paralleli ad uno degli assi.

La nozione di topologia per uno spazio che & prodotto di altri puo essere
ulteriormente generalizzata, anche al caso in cui lo spazio S sia prodotto
di certi spazi che non sono in numero finito, con opportune convenzioni
(Topologia di TYCHONOFF) su cui hon ci soffermiamo percheé esulano dalla
esposizione presente alla quale vogliamo mantenere il carattere di ele-
mentarita. Con una definizione cosiffatta di topologia per lo spazio pro-
dotto & possibile dimostrare in generale il teorema, facilmente dimostra-
bile nel caso di uno spazio prodotts di un pumero finito di altri, che il
prodotto di spazi compatti & pure compatto.

12. — Di grande importanza per le applicazioni sono gli spazi topo-
logici per 1 quali valgono i cosiddetti assiomi di separaziome (Trennun-
gsaxiomen); essi sono i seguenti:

Assioma T, - Dati due punti qualungue dello spazio topologico S
almeno uno di essi & contenuto in nn aperto che non contiene altro.

Asgioma T, - Dati due punti di 8, ognuno dei due & contenuto in
un aperto che non contiene laltro.

Assioma T, (detto anche Assioma di HAUSDORFF) - Dati due punti
di & vi sono due aperti, che non hanno punti in comune, ognuno dei quali
contiene uno dei due punti.

Si dimostra facilmente che questi assiomi impongono allo spazio delle
condizioni sempre pil restrittive, ¢ che uno spazio che soddisfa uno di
questi soddisfa anche ai precedenti.
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Si verifica inoltre che in uno spazio che soddisfa all’assioma 7', ogni
punto, ed in generale ogni insieme finito & un ingieme chiuso.

Infatti, considerato un punto p, ogni altro punto giace in un ingieme aperto
che non contiene p: pertanto l'ingieme complementare di p & un insieme unione
di aperti, cioé & un aperto; di conseguenza p & chiuso.

Abitualmente gli spazi che soddisfano alla condizione 7T, vengono
chiamati spazi di HAUSDORFF.

Per tali spazi valgono numerose proprieta delle quali ¢i limitiamo ad
esporre le piu importanti:

Dato in uno spazio di HAUSDORFF un insieme compatto ¢ ed un
punto p ¢ C, esistono due aperti disgiunti (cioé non aventi punti in comune)
tali che I'uno contiene p e 1'altro contiene €. Ne consegue che in uno gpazio
di HAUSDORFF ogni insieme compatto & anche chiuso. Piu in generale si
ha che dati in uno spazio di HAUSDORFF due insiemi compatti H e K esi-
stono due aperti dizginnti I'uno dei quali contiene H e Valtro K.

Ovviamente si ha dalla definizione di spazio metrico che ogni spazio
metrico & nno spazio di HAUSDORFF.

Si ha inoltre immediatamente che ogni sottospazio di uno spazio di
HAUSDORFF & pure uno spazio di HAUSDORFF e che il prodotto di due
(e quindi anche di un numero finito di) spazi di HAUSDORFF & pure uno
spazio di HAUSDORFF.

13. — Si consideri ora uno spazio topologico 8 che soddisfi all’as-
sioma 7T, (efr. n. precedente) e si supponga inoltre che valga per -esso
il seguente

Assioma N - Dati due insiemi chiusi gualunque X, ¥ di 8 che siano
disgiunti (cioé non aventi punti in comune), esistono due insiemi aperti
U e V coutenenti rispettivamente X ed Y e non aventi punti in comune;
egistono cioé due ingiemi T e ¥V tali che si abbia

XcU; VeV, UnV=g.

Se lo spazio S soddisfa all’assioma N (oltre beninteso all’assioma T,)
ess0 viene chiamato normale.

La nozione di spazio normale & di grande importanza per 1’Analisi
matematica elementare, percheé si dimostra che ogni spazio metrico &
anche uno spazio normale. Inoltre sussiste per gli spazi normali la fonda-
mentale proprietd che & anche enunciata dal seguente teorema (che vieme
abitualmente chiamato anche « Lemma di UrRYsSoHN »): Condizione neces-
saria e sufficiente affinché uno spazio § sia normale & che, considerati
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due qualungue insiemi chiusi 4 e B dello spazio, esista una funzione f
a valori reali, definita sull’intero spazio 8, che applica S sull’intervallo
chiuso I della retta reale definito da

I=j0<2<1}

in modo che si abbia

14, — Nei numeri precedenti abbiamo ripetutamente affermato che
uno degli scopi della Topologia ¢ quello di dare la massima generalitd ai
concetti della Analisi matematica; tra gli altri abbiamo considerato il
concetto di limite per una successione di punti della retta reale R e per
una successione di punti in uno spazio topologico; sia in particolare 8
uno spazio metrico e sia

(14.1) Nz, y)

la distanza di due punti z ed y di S {cfr. n. 3).
Si dice che una succeasione di punti di §

(14.2) By ey ey T e

& una successione di CAUCHY se, comunque si fissi un ¢ reale positivo,
esiste un indice # tale che, per ogni coppia di indici m ed » che soddisfino
alle condizioni

m>n, n>n
si abbia
(14.3) ALy T,) < €.

Come & noto, quando lo spazio S sia la retta reale B e si assuma come distanza
tra due punti x, y la funzione
(14.4) diz, y) =z —y|

{cfr. n, 2) ogni successione che ammetta un limite & una successione di CaucHY
e viceversa ogni successione di CAUCHY ammette un limite.

In generale, quando 8§ & uno spazio metrico, pud avvenire che non ogni
successione di CAUCHY su punti di 8 ammetta un limite che appartiene
ad S.
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Un facile esempio si costruisce nel modo seguente: sia X l'intervallo aperto
della retta reale R, costituito dai numeri maggiori di zero e minori di 1:

Y—@lo<z<l

ezsendo la distanza tra due puntt data dalla (14.4), Ovviamente quando si cou-
sideri una successione monotona di numeri di X che abbiano come limite lo zero,
la condizione perche essa dgia una successione di CAUucHY & soddisfatta, ma il li-

mite della successione di punti di X non appartiene ad X, perché é per ipotesi
lo zero.

Quando avviene che uno spazio metrico contenga il punto limite di
ogni successione di Cauchy di punti di X lo spazio stesso si chiama com-
pleto.

Si dimostra che & completo ogni spazio metrico compatto e che ogni
sottospazio chiuso di uno spazio completo ¢ pure completo.

E pure completo il prodotto di due {e¢ quindi di un numero finito di)
spazi completi, quando si assuma come topologia nello spazio prodotto
quella che abbiamo definito sopra nel n. 11.

Ovviamente 1a proprieta di uno spazio topologico S di essere completo
non & una proprieta topologica.

Basti poensare all’esempio che abbiamo trattato poco sopra: lintervallo
aperto X che abbiamo considerato pud essere trasformato con una trasforma-
zione continua nell’intera retta reale I?, che & uno spazio completo.

Sia § uno spazio topologico e sia X un sottospazio di S. Come ¢ noto,
81 dice che X & denso in S se ogni punto di § & punto di accumulazione
di punti di X oppure appartiene ad X, cioé se g1 ha

§=JX.

C'ome esempio, si pensi alla retta reale R ed all'insieme dei punti razionali
di R; come ¢ noto, ogni punto di R o & razionale oppure & limite di una succes-
sione di punti razionali,

Sia ora X uno spazio metrico non completo; & possibile costruire uno
spazio metrico S tale che X gia un sottospazio di § denso in &, in modo
che la distanza di due elementi di .Y, misurata in 8, coincida con la distanza
degli stessi in X.

La costruzione dello spazio 8 si ottiene con una tecnica che risulta
essere la immediata generalizzazione del procedimento che conduce a
costroire 'insieme dei numeri reali a partire dal campo dei numeri razio-
nali: precisamente si definigee tra le coppie di successioni di CAUCHY
di punti dello spazio X una opportuna relazione di equivalenza (Art. II,
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n. 2), e si assumono come elementi dello spazio 8 le classi di aquivalenza
delle successioni di CAucHY di punti di .V (Art. II, n. 4), rispetto alla
relazione di equivalenza definita.

15. — Le considerazioni che abbiamo esposto nei precedenti n'.
permettono ora di dare un preciso significato al concetto di « deforma-
zione continua » il quale, sulla base di nozioni che venivano considerate
come «intuitive », era posto a fondamento delle trattazioni classiche della
Topologia cosi come abbiamo descritto nel n. 1; sulla base di questo
concetto, la Topologia veniva considerata come una sorta di « geometria
qualitativa » la quale si occupava delle proprieta delle figure che risul-
tavano invarianti rispetto alle trasformazioni biunivoche e continue
senza eccezioni delle figure stesse.

Per semplicita, ci limiteremo a considerare la deformazione continug
di un circuito unidimensionale immerso inh uno spazio metrige 8. A tal
fine, consideriamo I'insieme I x J prodotto dei due intervalli chiusi
unitari I, J della retta euclidea, e poniamo

(I={t]o<t <y

<

(7 ={ulo

A

u<1}.
Sia f nna applicazione continua di I < J in §; indichiamo con

(13.1) x = f(t, u) (xe8, tel, uedy

il punto di 8 che l’applicazione f fa corrispondere alla coppia di valori
t ed u e supponiamo che si abbia per ogni wedJ

(15.2) fl0, )y = f(1, u) = x,.
Fissiamo un valore % di 4 e supponiamo che ’applicazione

(15.3) e = ft, %)

non applichi Vintero intervallo I nel punto x,; allora tale applicazione
d# luogo ad up insieme di punti di § che & immagine continua dell’inter-
vallo 7 e che rende nel modo pit semplice V'idea del « circuito chiuso »
immerso nello spazio S, avente il punto z, come punto di origine e di ter-
mine.

Gli infiniti ecircuiti che si ottengono assegnando nella (15.3) ad =
tutti i valori appartenenti all’intervallo chiuso J hanno tutti, in forza
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delle (15.2), la proprieta di avere il punto r, come punto di origine e
punto terminale; essi sono dei cireniti che si ottengono « deformando per
continuita » il circuito dato dalla (15.3), sempre con la condizione che il
circnito deformato abbia origine e termine in .

In particolare se tra le funzioni {15.3) vi e una funzione che applica
Vintero intervallo I nell’unico punto z,, allora oghuno dei circuiti (15.3)
gi dice contraibile nel punto x,.

Si dimostra faciimente che si pud definire una relazione di «equi-
valenza » tra cireuiti dello spazio S, relazione che ha le tre classiche pro-
prietd; riflessiva, simmetrica e transitiva delle relazioni che abitual-
mente vengono designate con tale termine (Art. II, n. 2); precixamente
tale relazione si ottiene definendo che esga interceda tra due cireuiti quando
essi siano deformabili con coutinuita 'uno nell’altro, qualora a questa ope-
razione di « deformazione » venga assegnato il genso che & xtalo precisato
nelle considerazioni che precedono.

Ovviamentfe si ha per es. in particolare che tutti i cireuiti che sono
contraibili mel punto x, sono tutti equivalenti tra loro.

B pertanto possibile definire una intera elasse di circuiti che sono equi-
valenti ad un circuito dato; tale classe sard detta anche «classe di equi-
valenza » relativa al eircuito stesso (Art. IT, 1. 4).

16. — Consideriamo ora due cireuiti, applicazioni continue dell’in-
tervallo I nello spazio 8, dati da due funzioni continue

(16.1) x=gt), =y tel)

e supponiamo che entrambi i circuiti abbiano il punto z, come origine
e come termine; siano dunque valide le relazioni

(16.2) P(0) = (1) = p(0) = (1) = z,.

Si pud definire un terzo circuito, che si dird « composto » con i primi
due, costrnendn una terza applicazione () dell'intervallo I nello spazio
8 con la seguente legge

gdﬁ(t) = p(21) per 0t 1/2
{16.3)
(D) =w2t —1) per 12<1<1,

E chiaro dalle (16.3) che il circnito appartenente ad 8 e dato dalla appli-
eazione @(t) ha ancora come origine e termine il punto .
Volendo deserivere il circuito definito dall’applieazione (16.3) in modo
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intuitivo, si potrebbe dire che esso si oftiene « percorrendo» prima il
circuito dato dalla applicazione @(t) e in seguito il circnito dato dalla
applicazione w(2).

In particolare si pud definire il circuito che corrisponde a guello defi-
nito dall’applicazione (16.1) percorso «in senso inverso» al precedente
con la seguente applicazione:

(16.4) g*(t) = p(l —1) it eI}

Si dimostrano i seguenti fatti:

a) Yoperazione di « composizione » di due circuiti aventi entrambi
il punto z, come origine ¢ come termine & associativa; in altre parole
considerata una applicazione x(¢f) dell’intervallo I nello spazio 8 che sia
continua e che soddisfi alle condizioni

(16.5) 2(0) = »#(1) = x,
analoghe alle (16.2) che valgono per le ¢(f) e y(2), convenendo di scrivere
(16.6) D =gpoy

per indicare che Vapplicazione @(t) ¢ ottenuta dalle (16.3), e convenendo
di usare gli stessi simboli anche per le applicazioni che si ottengono con
operazione analoghe mediante la x(f), si ha

(16.7) [poylox =¢o[pox];

b) considerate le classi di equivalenza (nel gsenso spiegato alla fine
del n. precedente) alle quali appartengono due circniti, ottenuti dalle
applicazioni ¢ e y, la classe di equivalenza a cui appartiene il cirenito
composto dei due dipende soltanio dalle classi di equivalenza a cui appar-
tengono i circuiti che entrano nella composizione;

¢) in particolare si ha che se un circuito che corrisponde ad una appli-
cazione ¢(t) viene composto in qualunque ordine con un circuito che &
contrattibile nel punte #, la sua classe di equivalenza non varia;

d) infine si ha che componendo il circuito che corrisponde ad una
applicazione @(f) con quello che corrisponde all’applicazione @*(t) data
dalla (16.4) si ottiene un cirevito che & contraibile nel punto x,.

I risultati che abbiamo esposte permettono quindi di costruire un
gruppo {(Art. IT, n. 11) i cui elementi sono le classi di equivalenza dei
circuiti che hanno #, come punto di « partenza » e di «arrivo ».
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L’operazione di « composizione » del gruppo viene ad essere guella
che fa corrispondere a due circuiti corrispondenti alle applicazioni g(t)
e (1) quella corrispondente alle applicazioni @(t} data dalle (16.3); inoltre
Telemento inverso del eircuito corrispondente alla applicazione ¢(f)
risulta essere il circuito corrispondente alla applicazione @*(f) data dalla
(16.4); ed intine I'elemento neutro del gruppo & costituito dalla classe di
equivalenza cui appartengono tutti i circuiti che sono contraibili nel
punto I, Questo gruppo viene abitualmente chiamato « gruppo di omo-
topia ad una dimensione » dello spazio § relativo al punto x,.

Sia ora un altro punto qualunque z, di S; se avviene che esista una
applicazione continua dell'intervallo I nello spazio 8

(16.3) r = (t) (tel)
tale che si abbia
(16.9) o =y0) & =9yp);

allora i due gruppi di omotopia, quello relativo al punto %, e quello rela-
tivo al punto z, sono isomorfi (Art. IL, n. 9). Se la, circostanza che ahbiamo
sopra descritta si verifica quali che siano i due punti w, ed «, allora ov-
viamente tubti i gruppi di omotopia, relativi a tutti i punti S, sono iso-
morfi tra loro e sono isomorfi ad un nnico gruppo che viene chiamato sem-
plicemente « grnppo di omotopia unidimensionale » di 8, senza pili men-
zione del punto di partenza dei circuiti considerati. Tale gruppo di
omotopia viene anche chiamato gruppo di Poincaré dello spazio topo-
logico 8.

Quando si verificano le circostanze che abbiamo sopra enunciate si
suol dire che lo spazio 8§ & connesso per archi (arc-wise connected); la
descrizione intuitiva di questa particolarita dello spazio stesso viene
data dicendo che, quali che siano due suoi punti «, ed x,, esiste sempre
una curva continua che ha origine in r,, termine in 2, ed appartiene
ad 8.

Si verifica che il gruppo di omotopia dello spazio eaclideo E* ad »
dimensioni si riduce al solo elemento neutro; ciog¢, in altre parole ogni
circuito chiuso & contraibile nella sua origine; la cosa non & pit vera invece
quando si congideri lo spazio euclideo E* dal quale siano stati sottratti
I punti appartenenti ad un sottospazio £*? ad (n — 2) dimensioni;
questo ¢ 1l caso che si presenta per es. quando 'ordinario spazio tridimen-
sionale della geometria euclidea viene «tagliato» lungo una retta, caso
questo che interessa la fisica elementare, nello studio dei campi ma-
gnetici generato da una corrente elettrica rettilinea.

Come si vede dalle poche considerazioni che abbiamo fatte, lo studio
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del gruppo di omotopia unidimensionale di uno spazio topologico appare
di fondamentale importanza per le applicazioni; va osservato che in
generale tale gruppo non ¢ abeliano.

Svolgendo delle considerazioni che sono le ovvie generalizzazioni di
quelle che sono state esposte sopra si giunge a definire il gruppo di omo-
topia di dimensione qualunque di uno spazio topologico; si dimostra
che, quando la dimensione di un gruppo di omotopia sia maggiore di 1,

\

il gruppo stesso e abeliano.

17. — Le considerazioni c¢he svolgeremo nei n'. che seguono sono
dedicate alla esposizione dei principt di quella che viene chiamata « To-
pologia algebrica » e che si pud considerare come lo sviluppo di quella
branca della topologia di cui abhbiamo parlato nella introduzione e che si
rifa allo studio delle proprietd delle figure dello spazio considerato dal
punto di vista delle deformazioni biunivoche e continue.

La espressione « Topologia algebrica» fa pensare immediatamente
all’applicazione dei concetti e dei metodi dell’algebra moderna (detta
anche algebra astratta) (Arti. II, ITI) alla topologia. Effettivamente’ que-
gta applicazione ha ottenuto nei periodi piu recenti una grande estensione
e ha ampliato il proprio campo includendovi insieme ad argomenti che in
certo senso venivano considerati come tradizionahmente attinenti alla
Topologia anche altri numerosissimi, che tradizionalmente si pensavano
non strettamente collegati con esqa.

In questa esposizione puramente elementare saremo costretti a limi-
tarei agli argomenti tradizionali, facendo solo alcuni accenni totalmente
schicmatici alle applicazioni pit recenti della Topologia.

18. — Il piu semplice concetto della topologia algebrica & quello di
«simplesso » e si potrebbe presentare come una prima ed immediata
generalizzazione del segmento sulla retta, del triangolo nel piano, del
tetraedro nello spazio; invero esso, nello spazio R ad » dimensioni, appare
come il poliedro avente n dimensioni e dotato del minimo numero di
vertici (rispetto alla dimensione dello spazio in cui giace) perché cio sia
possibile.

Congideriamo lo spazio E" delle n-ple di numeri reali

reR < x =[x, 22 .., 2]

e supponiamo che esso abbia la struttura di uno spazio euclideo; pertanto
supporremo che i numeri costituenti una z-pla si possano considerare
come le coordinate di un punto dello spazio e che per i punti stessi valgano
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le proprietd che ad essi competono in quanto punti di uno spazio cosif-
fatto.

Quindi in particolare supporremo che siano validi i concetti di « iper-
piano » dello spazio e di spazio lineare ad » dimensioni (Art. V, nn. 33,
34, 36): il primo & il Inogo dei punti le cui coordinate soddisfano ad una
equazione lineare del tipo

n
Jap =b

j=1

ed il secondo & la intersezione di n — » iperpiani le cui equazioni risultino
essere linearmente indipendenti.
Siano ora dati (n + 1) punti dello spazio

(18.1) wo, Ty, seey a’ﬂﬁl’ Ty

e si supponga che essi siano in posizione tale che presi comunque r tra
essi (con r < m) essi non giacciano in uno spazio subordinato avente
un numero di dimensioni minore di (r — 1).

Indichiamo con
‘i =0,1, .., n

(18.2) !
'5:1, 2, .y M

le coordinate dei punti dati e si consideri I'insieme dei punti = dello spazio
tali che le loro coordinate a’ (j =1, ..., n) siano espresse nella forma

n
(18.3) 2 = ZOM,

nella quale gli (n 4- 1) coefficienti ¢* sono numeri reali soggetti alle con-
dizioni

o

{18.4) \ 2=>0 k=0, 1, ..., n)

MR
(18.5) (Sor=1.
k=0
Simbolicamente le » formule (18.3) possono essere scritte nella forma

n
(18.3") v= 3 thw
k=0
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sempre beninteso supponendo che i coefficienti reali’ t* soddisfino alle
(18.4) e (18.5).

L’insieme &% dei punti @ cosl ottenuti viene chiamato «simplesso »
ad » dimensioni dello spazio euclideo ad n dimensgioni e i punti (18.1)
vengono chiamati « vertici» del simplesso &#.

B immediato osservare che se tra gli (n + 1) coefficienti t* alcuni,
ciod rispettivamente uno, oppure due, oppure tre, oppure (n — 1) sono
posti uguali a zero, la (18.3’) fornisce un simplesso che é rispettivamente
ad (n — 1), (n —2), (n —3), ... dimensioni, in quanto appartiene ad
uno spazio euclideo che ha la dimensione corrispondente.

Di simplessi cosiffatti ne esistono rispettivamente

SRS R

esgi hanno per vertici quelli tra i punti (18.1) aventi gli indici uguali a
quelli dei coefficienti ¢* che non sono stati posti uguali allo zero. Questi
simplessi vengono chiamati « faccie » del simplesso &% con lindicazione
della dimensione che a ciascuna di esse corrisponde. In particolare tal-
volta le faccie ad una dimensione vengono chiamate «spigoli del sim-
plesso & ».

Per estensioue, i concetti che abbiamo ora esposti vengono definiti
anche nel ¢aso in cui n tra i coefficienti t* siano posti uguali a zero (e quindi
il rimanente sia posto nguale ad 1, in forza della (18.5);) i punti (18.1)
sono chiamati faccle a zero dimensioni del simplesso .

Abbiamo supposto che lo spazio R" possegga la struttura di uno spazio
euclideo e guindi valga in esso ’abituale misura della distanza; si verifica
allora immediatamente che i punti del simplesso % che appartengono
alle faccie del simplesso stesso (quando questo abbia la dimensione =)
sono punti della frontiera del simplesso; e viceversa, con riferimento
alle formule (18.3), (18.4), (18.5) i punti # che corrispondono a wvalori
dei coeflicienti t* tufti diversi da zero sono punti interni al simplesso %,
rispetto alla topologia stabilita nello spazio R

19. — Considerianio ora un simplesso & ad #» dimensioni nello spazio
R e siano
(19.1) Loy Tyy -evy Tn

i suoi vertici. B possibile assegnare al simplesso una orientazione quando
81 aggsegni ai suoi vertici un ordinamento; per es. guando s8i sia stabilito
di distinguere ogni vertice con un determinato indice numerico, come
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¢ stato fatto, si pud convenire che alla permutazione fondamentale

(19.2) 0,1, 2, 3 ..., (n —1), n

corrisponda l'orientazione del simplesso .# che verrd chiamata positiza,
e si conviene che la stessa orientazione venga assegnata quando gi consi-
derino i vertici secondo un ordine che si ottiene dalla permutazione
fondamentale (19.2) con un numero pari di scambi, mentre si conviene
di assegrare Vorientazione opposta, da chiamarsi negutive, ad ogni ordi-
namento dei vertici che corrisponda ad una permutazione che si ottiene
da quella che e stata scelta come fondamentale mediante un numero
dispari di scambi. Le due orientazioni verranno abitualmente indicate
con i segni « -+ » e ¢« — ». ‘

11 simplesso %, quando sia considerato come orientato, viene indicato
con la enunciazione dei suoi vertiei in un ordine stabilito; si conviene
per es. di indicare con il simbolo ¢ il gimplesso che ha per vertici i punti
(19.1), considerato orientato positivamente quando si assuma la perrmnu-
tazione (19.2) come permutazione fondamentale e si scrive

(19.3) O7 = < @y, Byy eeny Tpyy Ty >

Ni considerine ora le (n + 1) faccie ad (n — 1) dimensioni del simplesso,
faccie che indicheremo con i simboli

n—1 n-1 n—1 r—1 n—1 ,
00 b 01 b 02 1 Yy Gﬁ—l’ al y

ognuna di queste faccie, come si & detto, si ottiene come un simplesso
che ha per vertici soltanto # tra gli (» 4 1) punti (19.1) che sono vertici
del simplesso originario, e si ottiene quindi tralasciando un punto
di o». Se conveniamo di indicare con un accento circonflesso il vertice
di o tralasciato, il simplesso ad (r — 1) dimensioni che costituisce la
faccia la quale si ottiene tralasciando il vertice di posto i-esimo sard
indicato con il simbolo

1 .

(19.4) 0771 = &gy @yy eees Byqy iy Pyrpy ey Lypd o

Si conviene di assegnare al simplesso indicato dalla (19.4), con i ver-
tici dell’ordine in cui sono enunciati, Porientazione data dal segno di
(— 1)

Diremo che con questa convenzione si assegna al simplesso ad (n —~ 1)
dimensioni che ¢ faccia di 0" I'orientazione naturale che ad esso compete,
appunto in quanto faceia di o7, ed in conseguenza dell’orientazione sta-
bilita su questo.
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Per es. si consideri in un piano una terna di punti non allineati che
indicheremo con x,, #,, x,; consideriamo il simplesso orientato

(]9.5) o? = <wu, Zyy X3

avente come vertici i punti suddetti: esso puo eszere illustrato consi-
derando il triangolo avente come vertici i tre punti ed asseghando su
di esso una certa orientazione, per es. convenendo di percorrerne il peri-
metro in un certo senso, indicato dall’ordine in cui i vertici xono enun-
ciati. 1] simplesso o* 2 due dimensioni ammette le tre faccie seguenti

'\ Op = Iy, XD

Queste sono costituite dai tre segmenti che sono i lati del triangolo,.
e su ognuno di essi la convenzione che abbiamo stabilita assegna 1’orien-
tazione naturale che e concorde con quella che viene assunta abitnal-
mente in base all’intnizione, in seguito alla convenzione usata per asse-
gnare un segno al triangolo associando tale segno al verso di percorrenza
del perimetro.

Ritornando al caso generale, si osservi che il simplesso orientato
o*~'ad (n — 1) dimensioni che & faccia del simplesso 6» pud essere dotato
di una sua orientazione, in quanto considerato come un simplesso a
sé stante; tale orientazione é stabilita per es. a partire da un certo ordina-
mento fissato sni suoi vertici, oppure perché il simplesso stesso ¢ faceia
anche di un altro simplesso ad » dimensioni, diverso da o*. Questa orien-
tazione (per cosi dire « preesistente ») sul simplesso ¢7~! ad (» — 1) dimen-
sioni puo essere concorde oppure discorde con quella che ad esso compete
in quanto faccia del simplesso 6”. Si conviene pertanto di attribuire un
coefficiente di inecidenza al complesso g7-1, faceia di o7, attribuendo a tale
coefficiente il valore + 1 oppure — 1 a seconda che l'orientazione esistente
sul simplesso ¢7~* ad (n — 1) dimensioni & concorde oppure discorde con
quella che ad esso compete in quanto faccia di 67, secondo le conven-
zioni stabilite.

Per riferirci all’esempio precedente, puo avvenire che i lati del trian-
golo che ha vertici nei tre punti x,, z,, 2, siano gia stati orientati e che
quindi le orientazioni stabilite dai versi di percorrenza che figurano nelle
formule (19.6) siano concordi oppure discordi con quelle che sono gia.
state stabilite gui lati del triangolo.

Per uniformita di notazione porremo nel seguito

(19.6) oy = — (&g, 1) = Ty Lo

1
Gy = (&yy, Iy

o" = 0y

10 - Repertorio di malematiche - Vol. I.
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ed indicheremo con il simbolo % il coefficiente di incidenza del simplesso
ad n dimensioni ¢f con il simplesso ad (n — 1) dimensioni ¢*! che ne
costituisce la sua faccia; porremo anche

(19.7) ialon, ot .

Ovviamente il concetto di incidenza che qui é stato introdotto, come
relazione che intercede tra il simplesso o” e le sue faccie, pud essere gene-
ralizzato.

Abbiamo infatti osservato che, una volta fissato il simplesso ad =
dimensioni o*, quando si considerano soltanto r tra i suoi vertici (con

. NI ol AR . . I
r < m) 8l possono costruire ( ) simplessi ad (r — 1) dimensioni,
.r )
ognuno dei quali pud essere convenientemente orientato.

B possibile pertanto definire dei coefficienti di incidenza per qua-
luinque valore della dimensione r da 1 ad n; precisamente, considerati
due simplessi o] ed ;= al coefficiente di incidenza

ni; = lof, o!™]

viene attribuito il valore zero se ¢~ non e faccia di o] e viene attribuito
il valore 4+ 1 oppure — 1 a seconda che ¢;~* (essendo faccia di 6f) pos-
segga una orientazione concorde oppure discorde con quella che ad esso
compete in quanto faccia di of.

Si costruiscono pertanto n matrici i cui elementi sono -+ 1, oppure
— 1 oppure zero, che vengono chiamate matrici di incidenza corrispon-
denti ad ogni valore della dimensione, da 1 ad =.

20. — Le considerazioni che abbiamo svolte nei precedenti n'. con-
ducono direttamente alla costruzione di certi enti algebrici relativi ai
simplessi, enti che vengono chiamati catene simpliciali. Queste si costrui-
scono estendendo in modo molto naturale ’operazione di «somma s ai
simplessi di varie dimensioni; operazione che appare abbastanza evi-
dente quando ci si riferiseca alla illustrazione geometrica che abbiamo data
di simplesso nello spazio euclideo ad » dimensioni.

Per dare alla definizione che vorremo conseguire una certa generalita
{che non & tuttavia la massima possibile) consideriamo un gruppo abe-
liano @, che pud essere finito oppure no (Art. IT, n. 11); indicheremo co-
me al solito con « 4 » 'operazione di composizione nel gruppo G e con « 0 »
I’elemento neutro per tale operazione; per tissare le idee il Lettore pud pen-
sare per es. al gruppo J formato dai numeri interi rispetto all’operazione di
somma (presa nel senso abituale di questo termine) oppure al gruppo finito
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degli interi modulo 2, costituito da due soli elementi: 0, 1, con le leg-
gi di composizione

04+-0=14+1=0; 04+1=140=1.

Riferiamoci per semplicitd ancora all’immagine dei simplessi di
punti appartenenti allo spazio R". Considerato un intero m maggiore
di zero e non superiore ad n, chiamiamo complesso simpliciale ad m di-
mengioni un insieme K di simplessi di punti appartenenti allo spazio R*
goddisfacenti alla condizione che due simplessi dell’insieme che hanno
in comune una faccia non hanno in comune alecun altro punto fuori di
quella eventuale faccia comune.

Consideriamo ora una applicazione, indicata simbolicamente con
¢n, 13 quale fa corrispondere ad ogni simplesso ¢™ del complesso K un
elemento ¢ del gruppo ¢; indicheremo questo fatto scrivendo:

(20‘1) Cm(ﬂ"') =g

con una serittura che € ovviamente mutuata dal simbolismo delle fun- -
zioni dell’Analisi matematica.
Supponiamo ora che valga per l'applicazione ¢,, la condizione

(20.2) Cn(— 0™} = — etp{a™) = — g.

Inoltre, considerate due applicazioni cosiftatte ed indicatele con
¢l e ¢f poniamo per definizione

(20.3) (e + ¢5)om = e (o™ + ¢ (o™)

essendo 'operazione indicata con « 4 » nel secondo membro la compo-
sizione nel groppo @, ed essendo o™ un qualunque simplesso ad m dimen-
sioni di K. Chiameremo «catene m-dimensionali » sul complesso K le
applicazioni definite su K a valori in @ che soddisfano alle leggi formali
{20.2) e (20.3). L'insieme di tutte le catene m-dimensionali di K verra
indicato con il simbolo C, (K, G).

Ovviamente la (20.3) assegna all’insieme delle catene m-dimensionali
su K una struttura di gruppo abeliano, essendo 1'operazione di composi-
zione indicata con il simbolo « + » che é pure nsato per indicare la compo-
sizione nel gruppo &; tale gruppo viene chiamato gruppo delle catene m-
dimensionali di K o coefficientt in G. Come ulteriore convenzione si sta-
bilisce che se K non possiede simplessi ad m dimensioni, il corrispondente
gruppo C, (K, &) sia formato dall’unico elemento zero.

Congideriamo ora un simplesso of'; chiameremo catena elementare
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relativa a of quella applicazione ¢, che fa corrispondere al simplesso of
un elemento g, del gruppo @ e ad un altro simplesso qualunque ad m dimen-
sioni 'elemento 0 di &; tale catena elementare viene indicata con il sim-
bolo

(20.4) o - %

cioé come il prodotto formale dell’elemento g, del gruppo & e del sim-
plesso ol

Per es. nel caso particolare in cui il gruppo G coincida col gruppo J
di tutti i numeri interi (relativi) I'elemento g & ovviamente un intero #
e la (20.4) stabilisce la definizione del concetto di « multiplo » di un sim-
plesso op' secondo lintero (relativo) n.

Mediante la considerazione delle catenc elementari una qualungue
catena del gruppo C(K, #) pud essere rappresentata nella forma sim-
bolica come sommy di catene elementari

(20.5) f g, ar

=1

esgendo a,, il numero dei simplessi ad m dimensioni che appartengono
al complesso K.

Con ovvia generalizzazione di quanto ¢ stato detto fin qui & possi-
bile definire il gruppo di tutte le catene simpliciali definite su K rigpetto
2 tutte le dimensioni; tale gruppo risnlta essere ovviamente la sotnma
diretta di m gruppi abeliani, se m & la dimensione massima dei simplessi
che appartengono a K. E anche chiaro che si pud ulteriormente esten-
dere il concetto di catena congiderahdoe una opportuna convenzione per
attribuire un «segno» ai singoli vertici e quindi considerando anche
il gruppo delle catene di dimensione zero de! complesso simpliciale K.

21. — Sia ora K un complesso simpliciale orientato, sia of un sim-
plesso ad m dimensioni che appartiene a A e sia

(21.1) G0 05

la catena elementare che associa al simplesso of 1’elemento g, del gruppo
G dei coefficienti e che associa ad ogni altro simplesso del complesso K
Ielemento zero del gruppo G.

Chiamiamo bordo della catena (21.1) ed indichiamo con il simbolo
d(gyy o7) la catena ad (m — 1) dimensioni definita da

(21‘2) D(gu . 0'3") _ E [a,;", 0-11:—1]!]"0’""1
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essendo la somma al secondo membro estesa a tutti i simplessi ad (im — 1)
dimensioni che formano le faccie di 67, ognuno preso con l'orientazione
naturale che ad esso compete in quanto faccia di g, ed avendo indicato
con il simbolo [a§, o7~ il coefficiente di incidenza tra of e o™!
(efr. n. 19).

In altre parole il bordo della catena elementare ¢,0f & la catena che
si ottiene come somma delle catene elementari di dimensione (m — 1)
che hanno valore g, su tutte le faceie di of, orientate in modo naturale.

Si verifica inimediatamente che il bordo dells somma di due catene
& la somma dei bordi di esse; in altre parole si pud considerare il simbolo
¢ d» che abbiamo definito mediante la (21.2) come il simbolo di una cor-
rispondenza univoea tra il gruppo delle catene ad m dimensioni e quello
delle catene ad (m — 1) dimensioni: tale corrispondenza, per la pro-
prietd rilevata ar ora, & un omomorfismo.

Si c¢hiama ciclo ad m dimensioni una catena ad m dimensioni che ha
come bordo 'elemento neutro (lo zero) delle catene ad (m — 1) dimensioni.,
In base all'osservazione ora fatta, I'ingieme dei cieli ad m dimensioni
costituisce un sottogruppo del gruppe abeliano delle catene ad m dimen-
gioni; tale sottogruppo é il nueleo dell'omomorfismo simboleggiato dal-
Poperatore «d» e precisamente il sottogruppo definito dalla proprietd
che ogni suo elemento viene applicato nell'elemento neutro del gruppo
corrispondente.

Si dimostra anche il seguente fondamentale Teorema: ogni bordo ¢
un cielo. In altre parole se una catena ad m dimensioni & il bordo di una
catena ad (m — 1) dimensioni essa ha come bordo D’elemento neutro
(lo zero) del gruppo delle catene ad (m — 1) dimensioni.

La dimostrazione di questa fondamentale proprieta & facile in base
alla. (19.4) che da la definizione di faccia di un simpleszo; la verificheremo
qui nel caso particolare ed elementare che il gruppo G dei coefficienti
delle catene sia il gruppo J degli interi (relativi) e che il complesso K
gi riduea ad un simplesso nello spazio abitnale a tre dimensioni (tetraedro).
Indicati con

Toy L1y Tpy Ty
i vertici e posto
Gy = Mo, Xy, Eyy Xy,
1l bordo di 63 & ovviamente la catena

{yy Xy Tgp — Wy Tov Py + (Xpy Ty, L) — (Xoy Ty. o>
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ed il bordo di questa & data dalla catena

{yy Tg) — (Byy Lay — By Xyp — Loy &> +
-+ <-7;o’ Ly> — <.1-’0, '.13‘2> —+ <-Tu Ty> — <~7709 1‘3) +

+ (&, @) — L2y, B A (X, D — (I, T

che si verifica subito essere I'elemento zero delle catene di dimensione 1.

Pertanto, considerato il complesso simpliciale K ed un gruppo abeliano
G, ad ogni dimensione m corrispondono tre gruppi: il gruppo C., (K,G) delle
catene simpliciali ad m dimensioni, il gruppo dei cicli, che indicheremo
con Z,(K, G) ed il gruppo dei bordi, che indicheremo con B, (K, &);
ovviamente questi due ultimi gruppi sono pure abeliani e sono sotto-
gruppi di C,(K, G) e precisamente s8i ha la relazione, qualunque sia la
dimensione m:

(21.3) C.(K, G) 2 Z,(K, G) 2 B, (K, G).

22. — In tutto quello che segue, fino ad esplicito eventuale avviso
contrario, supporremo che il gruppo abeliano dei coefficienti sia il gruppo J
degli interi relativi e che il complesso K gia fissato una volta per tutte;
pertanto nei simboli che indicano i gruppi delle catene, dei cicli e dei
bordi ad m dimensioni trascureremo di richiamare ogni volta il gruppo &
ed il complesso K, scrivendo setmplicemente C,,, Z,, B, rispettivamente.

E ora possibile nel gruppo dei cicli ad m dimensioni considerare il
gruppo fattoriale (Art. VI, n. 5) rispetto al sottogruppo dei bordi; questa
operazione, espressa con parole poco rigorose, conduce sostanzialmente ad
«identificare » (come si suol dire) due ¢icli quando differiscono soltanto per
un terzo ciclo che é un bordo. Si ottiene cosi un gruppo abeliano, il quale
come 8i ¢ detto risulta essere il gruppo fattoriale del gruppo dei cicl
rispetto al sottogruppo dei bordi; tale gruppo viene indicato col sim-
bolo H,,, ponendo quindi:

(22.1) H, = Z,/B,

e viene chiamato ¢ gruppo di omologia ad m dimensioni» del comples-
so K.

Questo gruppo abeliano & di fondamentale importanza nello studio
dei complessi simpliciali: esso in generale essendo un gruppo abeliano,
ammette certi generatori (Art. VI, n. 13); cioé certi elementi mediante i
quali, con combinazione lineare, si possono costruire tutti gli elementi del
gruppo H,. Tra questi generatori ve ne possono essere di quelli ciclici
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(Art. VI, n. 3) e di quelli acicliei; un elemento & del primo tipe ¢ tale
che esista almeno un intero » tale che si abbia:

(22.2) na = 0,

invece per un elemento del secondo tipo una relazione del genere della
(22.2) non pud mai sussistere.

Gl elementi de] primo tipo generano un sottogruppo del gruppo m,
che viene chiamato « gruppo della torsione » ad m dimensioni. In base
ad un teorema fondamentale di Algebra sui fondamenti dei gruppi abe-
liani e degli spazi vettoriali (Art. 11T); 1l numero dei generatori del gruppo
della torsione & un invariante del gruppo stesso rispetto ai cambiamenti
degli elementi che si assumono come « elementl base » per la espressione di
ogni altro elemento del gruppo.

Gl elementi del secondo tipo (aciclici) generano un gruppo libero;
it nomero dei generatori del gruppo viene chiamato numero di Betti ad
m dimensioni del complesso.

Indichiamo ora con «,, (m = 0, 1, ..., ») il numero dei simplessi ad
m dimensioni del complesso K.

Quindi il numero degli elementi generatori del groppo libero abeliano
delle catene ad m dimensioni di K ¢ «,,. Indichiamo poi econ &, e con g,
il numero dei generatori dei gruppi Z, e B, rispettivamente. Suppo-
niamo per semplicitd che non esista torsione; in tal caso i gruppi stessi
sono gruppi abeliani liberi.

Poiché 'omomortismo tra gruppi che ¢ generato dall’operazione « 2 »
porta un elemento de! gruppo delle catene ad m dimensioni in uno del
gruppoe B,, e porta ogni ciclo nello zero (c¢fr. n. 21) 8i avra

(22.8) Op — &, =fuy pET M>0

ed inoltre, poiché ogni vertice pud essere considerato come elemento
di una catena a zero dimensioni e pud essere considerato come ciclo,
si avra anche

(22.4) 0 =& .

Indichiamo ora con p,(K} il numero di Betti ad m dimensioni del
complesso K. Poiché tale numero & il numero dei generatori del gruppo
di omologia, che & il gruppo fattoriale del gruppo dei cicli rispetto a quello

dei bordi, si avra

(22'5) - pm(K) - Em - ﬂm
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e quindi dalla (22.3)
(22‘6) Ay == pm(-K) T ﬂm + ,Bmfl .

In particolare, se il complesso & ad n dimensioni non esistono catene
che siano bordi ad n dimensioni; quindi si ha

(22.7) U = Pa(K) + fa

eome caso particolare della (22.6).
Dalle formule precedenti, sommando con segni alterni per 1 vari
valori di m da zero ad = si ottiene la relazione

(22.8) 2 (—1ye, = 3 (= 1)piE).

J1 numero

viene chiamato «caratteristica di Eulero» del complesso: il teorema
espresso dalla (22.8) generalizza in modo ovvio il classico teorema di
Eulero sui poliedri, del quale abbiamo parlato nella introdnzione.

23. — Cid che abbiamo detto fin qui si riferisce a complessi simpli-
ciali; appare tuttavia immediato pensare che la proprieta che abbiamo
brevemente esposte si possano estendere anche ai luoghi di punti che i
ottengano come trasformati di complessi cosiffatti mediante omeo-
morfismi.

Ci si riallaccia cosl alla concezione classica della Topologia, intexa
come analigi delle tigure mediante lo studio delle proprieta che sono in-
varianti per le irasformazioni biunivoche e continue.

Non intendiamo qui proseguire in questa direzione. bastandoci avere
accennato alla cosaj; ci interessa invece dare qualche cenno di altre
estensioni dei concetti che abbiamo esposto fin'era. estensioni che si
ottengono mediante l'applicazione degli strumenti algebrici di cui ci
siamo serviti. A tal fine consideriamo ancora il gruppe di tulfe le catene
del complesso K che abbiamo considerato nei n'. 20, 21, 22: esso ¢i si pre-
senta come un gruppo abeliano, formato dalla somma diretta di certin 1
gruppi che sono quelle catene delle varie dimengioni e dotato di un certo
omomorfismo su se stesso; precisamente 1’omomorfismo che associa ad
ogni catena ad m dimensioni una certa catena ad (m — 1} dinlensioni
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che & il suo bordo, con la condizione che é espressa dal teorema fonda-
mentale enunciato alla fine del n. 21, cioé che ogni bordo & un ciclo e
quindi viene portato nell’elemento zero da una successiva applicazio-
ne dell’operazione indicata dall’operatore «?d ».

Si suole esprimere questo fatto dicendo che l'operatore ¢ d» é auto-
nullifico e si suole indicare questa proprieta con la formula seguente

(23.1) 2 =0.

Si ¢ dimostrata di particolare fecondita l’idea di considerare un
gecondo operatore indicato per es. con «d» il guale pure realizza un
omomorfismo sul gruppo delle catene del complesso associando ad ogni
simplesso ad m dimensioni di K una catena ad (m + 1) dimensioni che
viene chiamata « cobordo » del simplesso. Ovviamente una catena che
ammette come cobordo l'elemento zero delle catene ad (m + 1) dimen-
sioni sard chiamata «cociclo » ¢ si dimostra che vale il teorema fonda-
mentale che ogni cobordo ¢ un cociclo e quindi 'operatore « 4 » & auto-
nullifico come 'aperatore « 3 ». Si pud quindi parlare del gruppo di coomo-
logia ad w dimensioni, definito come il gruppo fattoriale dei cocicli ri-
spetto ai cobordi.

La feconditd dell’idea che abbiamo brevemente accennata sta nel
fatto che questi concetti si possono applicare anche in campi che a prima
vista appaiono molto lontani da quelli di cui abbiamo parlato in relazio-
ne alla particolare immagine geometrica data dai complessi simpliciali.

24. — A conclusione di quanto abbiamo detto fin qui vogliamo accen-
nare ad un fondamentale teorema che & adottato come uno strumento
fondamentale in moltissimi campi della Topologia e dell'Analisi mate-
matica. Vogliamo dire del teorema abitnalmente indicato come teovema
del punto fisso o teorema di BROUWER. Nella sua forma originale questo
teorema viene enunciato nel modo seguente: sia dato un simplesso %
e sia ¢ una trasformazione univoca di .% in se stesso, tale che considerato
un punto P qualunque di %, @(P) sia interno ad .&. Esiste allora almeno

un punto fisso per la trasformazione ciot esiste almeno un punto P tale
che si abbia

p:tp(l’).

Ovviamente 'enunciato che abbiamo dato e che si riferisce ad una tra-
sformazione di un simplesso in se stesso pud essere via via generalizzato,
estendendolo in ipotesi che siano via via sempre meno restrittive, in modo
da ottenere un risultato di grande generalita. Si intuisce facilmente tutta-
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via che un teorema di esistenza come quello che abbiamo enunciato
possa essere applicato ai campi pill svariati e costitnisea il lemma fonda-
mentale per le dimostrazioni di esistenza che occorrono. Valga per tutti
il caso della dimostrazione dell’esistenza della soluzione di un sistema
di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine, che viene ricondotto
alla dimostrazione dell’esistenza di un elemento unito per una trasforma-
zione in sé& di un opportuno spazio funzionale.
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