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Dedicato alla memoria dei miei genitori
ABSTRACT.

The author remembers Carlo Felice Manara in théogeranging
from the late Sixties to the early Eighties througémories of his ap-
prenticeship. The paper describes some ideas aboltiple planes
and their branch curves, this being the main rebelleme addressed
by Chisini and his School in Milan, where Manarasveaprominent
figure. The discussion includes an outline of réamvelopments and
an attempt to put the subject in the general fraonkwf the geome-
try of linear systems.

La figura di Carlo Felice Manara € stata mirabilteedelineata dal
mio illustre collega Mario Marchi, Socio corrispande di questa Ac-
cademia, nella prima conferenza di questo cicler&ptuttavia, non
dispiaccia se iniziero questa esposizione aggiutmenialche flash dai
ricordi personali che ho di Manara, ricordi moltellbe significativi
come possono essere quelli che legano un alliewmdpstudente e poi
laureato) ad un professore di grande fascino erstantellettuale, di
vasta cultura e di profonda umanita, un maestreemso piu pieno del-
la parola, quale era Manara. E belli, naturalmesatehe perché si rife-
riscono agli anni della mia giovinezza.

" Desidero ringraziare I'’Accademia Nazionale di 8z Lettere ed Arti di Modena per l'invito a
parlare qui oggi, che mi permette di contribuireoadrare il mio maestro Carlo Felice Manara. E
I'occasione mi & resa ancora piu gradita dal pemsleessere qui, proprio dove molti anni fa (una
sessantina ormai) Manara ha onorato con il sudazse/Ateneo di Modena e questa prestigiosa
Accademia.
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A. Lanteri
1. Carlo Felice Manara nei miei ricordi di apprendista

Innanzitutto vorrei ricordare I'impressione inidalche ricevetti
quando ero matricola all’'Universita di Milano e, ssdcondo semestre
dell’'anno accademico 1968-69, ebbe inizio il Cals@&eometria I. Le
lezioni del Prof. Manara, a cui partecipavano spesthe i suoi assi-
stenti e collaboratori, mostrarono sin da subitsua statura intellettua-
le non comune. Colpiva, soprattutto, I'eleganzdedslie lezioni, ma la-
sciavano il segno anche molte delle divagazioni@gramava punteg-
giarle: ricordo ancora quella relativa al valordl'mlwenzione del sim-
bolo in relazione allo sviluppo storico della Maggioa, con riferimen-
to alle lunghe e verbose circumlocuzioni con cuiiveno descritti i
calcoli in assenza delle notazioni simboliche,esnpi di Tartaglia. E
ancora, divagazioni sul significato convenzionaddlanscelta posizio-
nale dell’operatore rispetto alla variabile nelnfiule matematiche,
sulla finalita del prendere degli appunti ad urmdee di Matematica, e
poi la citazione di una famosa riflessione di Panécsulla distinzione
dei matematici tra analisti e geometri, a sott@neela diversita dello
stile, che é spesso ancora piu rilevante dellarsitéestessa della disci-
plina che il matematico si trova a trattare. Pearja riguarda lo speci-
fico del corso, I'eleganza del formalismo matrieiathe Manara tratta-
va con mano leggera, mi affascino fin da subito.eEdiversi anni il
suo libroLezioni di GeometrigM6], che rifletteva il corso, e stato per
me I'esempio paradigmatico della sinteticita coatagalla chiarezza a
cui tentavo di ispirarmi.

Poi vorrei ricordare I'impatto che ebbi al terzanarcon le sue lezio-
ni basate sul libro di Robert C. Gunnibgctures on Riemann surfaces
[Gu], occasionalmente presentato nel corso compltane di Geome-
tria Differenziale. In realta, il contenuto del soraveva poco a che fare
con la geometria differenziale, ma ai tempi (a@Z0t71), per i corsi
complementari, e non soltanto a Milano, non si badaolto all'effet-
tiva aderenza dei contenuti al nome del corso. [@neb poi i corsi
vennero interrotti presto per via di una lunga peaione studentesca e
io mi ritrovai, con pochi compagni di studio, a dowi arrabattare con
quel testo molto difficile, che riproduceva un aptenuto a Princeton
soltanto pochi anni prima. Per di piu era uno dénptesti in lingua
inglese in cui mi imbattevo nel corso dei miei stuiiversitari. La ma-
teria pero era affascinante, sia per la centrdétBargomento, di cui gl
studi successivi mi avrebbero fornito ulteriori famme, sia per la mo-
dernita della trattazione, basata sui metodi irdtodialla scuola fran-
cese e ancora poco conosciuti in Italia.
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E fu anche a seguito dell'impegnativo lavoro svgl&r preparare
guell’esame che maturai la decisione di chiedetedial Prof. Manara.
L'argomento che mi propose riguardava le grassnasiene la sua am-
bizione era quella di arrivare a fornire una cerétzazione integrale di
queste varieta. Quello che invece, molto piu maohashte, io riuscii a
fare fu soltanto uno studio delle grassmanniank viste come varieta
differenziabili, limitato essenzialmente all’ambitapologico algebrico.
Questo pero fu sufficiente per avere la sua apgiosa. Una volta lau-
reato ed assolto il servizio militare, ritornatare borsista alle “sudate
carte” (per usare la famosa metonimia leopardian&llo stesso studio
mi consenti di riscoprire per via assolutamentenelgare un risultato
sull’orientabilita delle grassmanniane reali. Sittava di un risultato
gia noto, ma che usualmente si dimostra con mefativamente eleva-
ti (azione transitiva del gruppo ortogonale specill fibrato delle o-
rientazioni e analisi locale del gruppo di isoteodi un punto, cf. ad es.
[D, p. 335]). La mia dimostrazione, invece, si hasaemplicemente
sulla combinatorica di un atlante finito della gn@snniana, costruito
in maniera molto naturale. Manara fu molto prodijelogi per quel
mio primo risultato scientifico. Il lavoro che s&s3i, giudicato da Mana-
ra semplice ed elegante — complimento non da pecatp lo ha cono-
sciuto — fu la mia prima nota presentata all’'lstitbombardo [L].

Del mio apprendistato con Manara fanno parte ghi &mcui, come
contrattista, ho collaborato con lui sul piano dida, contribuendo ad
adattare il programma del libro di Gunning [Guldi si € detto al cor-
so di Istituzioni di Geometria Superiore, che riferdivenne uno dei
corsi piu moderni e avanzati impartiti nelle vanieiversita italiane in
quegli anni (1975-1979). Il tema del corso eranoueve algebriche e
le superfici di Riemann compatte, argomento appaasite, che in anni
piu recenti sarebbe stato il tema dominante diintralttati, ma per por-
tare gli studenti del terzo anno di corso ad uellovatto a consentire
loro di leggere il libro di Gunning era necessatiutturare adeguata-
mente le esercitazioni del corso, sviluppando seem background al-
gebrico e topologico non indifferente, cosi da e¥edl corso nel suo
complesso autocontenuto. Quel corso, nella versiosemessa a pun-
to, fu impartito per diversi anni, con leggere &ati che consistevano
nellapportare delle piccole migliorie di anno inr@. Una inevitabile
conseguenza del lavoro fatto fu che per l'interesseitato dal corso,
molti studenti brillanti chiesero la tesi al Prifanara. Arrivammo per-
sino ad istituire un seminario dei laureandi, ofgato con riunioni
settimanali in cui, volta per volta, oltre ad espoa puntate il tema di
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studio prescelto per quell'anno, si faceva il pusle varie tesi in corso.

A dispetto di un ambiente un po’ chiuso quale arallg milanese
negli anni '70 (almeno nella mia valutazione), Manani incoraggio
sempre nel cogliere le varie opportunita di crescitlturale che via via
si presentavano: corsi estivi della Scuola Normpadsso I'Universita di
Perugia e presso il Palazzone di Cortona, miniéoveirnali organizza-
ti a Viareggio e a Bocca di Magra, corsi della Sauh Perfezionamen-
to a Firenze, corsi CIME. E proprio a seguito dimgimenticabile cor-
so CIME (1977) con lezioni di Beauville, Bogomol®ombieri e Dol-
gacheyv, il mio interesse si concentro sulle sugiedligebriche. Erano
gli anni in cui apparvero due trattati fondamengedi la geometria al-
gebrica: il libro di Hartshorne [H] e quello di @iths e Harris [GH1].
In entrambi un sostanzioso capitolo era dedicabpnpp alle superfici
algebriche. lo ero interessato alla classificazipneiettiva di questi
oggetti e piu in generale allo studio combinatdadielro geometria in-
trinseca ed estrinseca, la seconda essendo rapiatesda i loro inva-
rianti proiettivi come il grado e il genere sezimaCon il collega Pal-
leschi, che condivideva il mio interesse per leesfig, avevamo orga-
nizzato un ciclo di seminari e ci eravamo mesdudiare le superfici
nello spazio proiettivo 4-dimensiondé, ispirati dalla lettura del libro
di Hartshorne, da un suo suggerimento epistolaaeche da una con-
gettura di cui avevamo appreso da Gherardelliilfaita. a Griffiths)
sulla limitatezza della irregolarita delle superfic P*. Ricordo che
Manara, pur avendo ormai spostato la sua attenziométri aspetti del-
la Matematica, in particolare quelli pedagogicgugga con molto inte-
resse i progressi che andavamo facendo, incoradfgiae dando anche
utili suggerimenti, uno dei quali a riguardo di ugenerazione proietti-
va dello scroll quintico ellittico dP*, non ancora nota in letteratura. Piu
tardi, nel 1983 ebbi la soddisfazione di avereawoito pubblicato sul
Crelle [LP] e ricordo le sue congratulazioni naali quando andai a
portargli I'estratto.

Piu avanti, diventato suo collega, ebbi modo ingmaasioni di am-
mirare lo stile accademico di Manara, sia nei sot@rventi nelle riu-
nioni di Dipartimento o di Facolta, sia in prosdindel suo colloca-
mento fuori ruolo. E questa ammirazione € viva gggiche mai anche
alla luce dei ruoli di responsabilita accademica lehvarie circostanze
mi hanno portato a dover assumere.
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2.Manara e il tema principale della Scuola di Chisini

Manara ha iniziato il suo lavoro scientifico sddayuida di Chisini,
laureandosi in “Scienze Matematiche” nel 1939,seadi lavori piu si-
gnificativi fino al 1951 vertono sul tema principatli Chisini e della
sua Scuola a Milano: quello dei piani multipli dleldoro curve di di-
ramazione.

Per dare un’idea di questo argomento che riguardatieta di di-
mensione> 2, in particolare le superfici, conviene prima rpere
gualche minuto a ricordare la situazione analogdimensione uno,
cioe per le curve. Ogni curva algebrica proiettiea singolare (super-
ficie di Riemann compatta} si pud descrivere come un rivestimento
ramificato della retta proiettiva complesBj in questo modoC si
immerge isomorficamente i (tramite un'immersione i®" ed una
successiva proiezione generica) come curva ligaim derto gradal e
da qui, per proiezione da una generica réttsau una retta/ = P*
sghemba rispetto ad essa, si ottiene un morfispui¢azione olomor-
fa)f: C— P Per il generico puntp LI P, la fibraf™(p) consiste dd
punti distinti diC, quelli in cuiC taglia il piano generato dae A, ela
ramificazione avviene in un numero pari di punélcolato dalla for-
mula di Riemann-Hurwitzp =2(d + g-1), doveg & il genere diC.
L'immagine di questi punti vi& costituisce l'insieme di diramazione e
per la genericita di le antiimmagini distinte vid di ogni punto di di-
ramazione sond — 1. Per comprendere piu analiticamente questa si-
tuazione possiamo fattorizzare la proiezibsa/ attraverso:

1) una proiezione da un punto generic@ € un piandl = P? conte-
nente la rettal , che produrra come immagine @iuna curva alge-
brica pianaC,ancora di gradd, dotata di un numero finito di punti
singolari, che perod (per la genericitihde del punto scelto su di es-
sa) sono soltanto nodi (punti doppi con tangerntigipali distinte) e

2) una successiva proiezione@i da un punto opportuno i (il pun-
to A n II) sulla rett .

Restringendoci all'ambito affine possiamo suppatie tutti i punti

di diramazione siano al finito e che la cur@asia rappresentata da
un’equazione algebrica della forma
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A4+ ag4(xy+ag(x)=0,

(1) y" +ay(xy
dovex ey sono numeri complessi e @li(x) sono polinomi di grado
nella variabilex. Inoltre possiamo supporre che la reftabbia come
traccia affine I'asse delle e che la proiezione @ su di essa avvenga
dal punto all'infinito dell’asse dellg, cosicché la seconda mappa attra-
verso cuff si fattorizza é descritta da

C O(x,y) - xO7.

Ricordiamo a questo punto che I'asse dglie in realta il piandC
della variabile complessa. Al variarexdilC, variano anche le diverse
radici della (1) e si parla di funzione algebriga y(x) per indicare la

funzione a piu valori definita implicitamente daflf). Perx = x, gene-
rico (cioé diverso dai punti di diramazione) taldici sono esattamente
d, a due a due distinte, diciamaolgXy), ..., Yda(Xo). Inoltre, per la generi-
cita di cui sopra, accade che in ciascuno dei mirdtiramazioneq, ...,

Xp due soltanto delle radici della (1) vengono a cigi@re tra loro, le al-
tre d — 2 rimanendo distinte. Va osservato che anche quan@o

I'ascissa di uno dei nodi @ due radici della (1) vengono a coincidere,
ma queste coincidenze non hanno alcun interesBei aelle antiim-
magini dif : C — P, che, appunto, stanno §ue non sulla sua proie-

zione pianaC .

Ora, muovendx lungo un cammina = a(t) dax, ad uno dei punti
di diramazione, ad es.»xa per fissare le idee (senza incontrarne altri),
sianoyi(xo) € Yi(xo) le due radici di (1) che, seguite per continuit@n-
gono a collassare insieme al terminexdSi verifica allora che, muo-
vendox lungo un cappix = y(t) in C\ {X,, ..., X} con punto baseq
che effettua un giro completo intorno al solo puqta d valori y;(x(t)),

..., Ya(X(t)) variano ritornando complessivamente in sé stesai su-

bendo la trasposizione (scambio) che coinvglge) e y(Xo). Inoltre:

1) questo effetto € il medesimo se si opera comltro cappio nella
stessa classe di omotopiayd

2) percorrendo due cappi, uno appresso all'alticiaho il primo in-
torno ax; e il secondo intorno &, la trasformazione che subisce
linsieme
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2 f 7 (xo) ={y1(%0)+ya (X0 )}

e la composizione delle trasposizioni indotte siagoente dai due
cappi.

Ricordiamo a questo punto che la retta proiettormmessd”, di cui
I'asse dellex e la traccia affine, & topologicamente una sfpeatanto
rimuovere da essabipunti di diramazione di, fa si che il gruppo fon-
damentaler,(P)\ {x,, ..., X;}) risulti il quoziente del gruppo libero gene-
rato dalle classi dei capgpi, ..., o cOn punto basg, contornanti rispet-

tivamente i puntiy, ... X, rispetto all’'unica relazion(ﬂibzlyi =1. Cio

traduce il fatto che la composizione di tutti questmmini in ordine
opportuno € un cammino omotopo a zero.

Si puo allora riassumere quanto sopra in modo quitndle, dicendo
che in corrispondenza del rivestimento ramificitcC — P' si ha un
omomorfismo, dettononodromiadi f,

pe m(PA{xq, ..., %) — o,

dal gruppo fondamentale della retta proiettiva clesga privata deb
punti di diramazione al gruppo simmetriéy = Aut(f*(xo)), visto co-
me gruppo delle trasformazioni dell'insieme (2). itducibilita di C
comporta inoltre che tale omomorfismo sia transitigioé la sua im-
magine operi transitivamente &t(xo). Con questa terminologia, téo-
rema di esistenza di RiemafitB57) afferma che dato un sottoinsieme
finito B LI P* di cardinalita pari ed un omomorfismo transitivoz(P*

\ B) — &, esiste un’unica curva algebri€a(o superficie di Riemann
compatta) con un rivestimenta C — P! di gradod diramato suB ed
avente monodromie = p.

In dimensione due (0 maggiore), la situazione,giendosi descri-
vere in modo abbastanza simile, si rivela assaidglicata. SieS una
superficie algebrica proiettiva complessa non dargo(I'analogo 2-
dimensionale complesso della cu®p E possibile immergere isomor-
ficamenteSin P° e di qui, proiettandola da un piano generical I°
su di un piano sghembo con esso, ottenerpiamo multiplo,cioé un
rivestimento ramificatd : S — P? di un certo gradd (il grado che h&
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in P°), ma ora il luogo di diramazione & una curva algaiB LU P? in
generale irriducibile, che per >3 risulta dotata di punti singolari. Per
di piu, mentre nel caso 1-dimensionale una scelthie& non generica
del centro di proiezion& produce sempre umorfismo C- P!, cioé
una mappa definita in tutti i punti @i, qui una scelta non generica del
centro di proiezione\ pud portare ad avere corhe S— P? non un
morfismo, ma soltanto umaappa razionalde in tal caso il gradd del
rivestimento € minore di quello della superficiégrtamente questa dif-
ferenza di situazioni era ben presente ai geormlessici, ma va ricono-
sciuto che la terminologia moderna, non disponibiléempo in cui la-
voravano Chisini e la sua Scuola, consente una ior@gchiarezza.

SuppostoA generico, restringendoci in modo opportuno all’amb
affine, possiamo anche qui descrivere la situazimamite un’equa-
zione algebrica della forma

(1) F(xyz)=2" +ay(xy)z? ™+ +aga(xy)z+aq(xy)=0,

conx, y, zcomplessi &;(X, y) polinomi nelle variabilix edy, di gradoi.

Al variare di &y) nel piano affine complesso a cui ci siamo ristyet
riano anche le diverse radici della (1), che pan£ (Xo,Yo) generico
(cioé non appartenente alla parte affineBjlisono esattamentg, di-

ciamolez(Xo, Yo), ---» Zd(Xo, Yo), COSicché

2) t H(%.v0)) ={z(% o) za (% .o }-

Notiamo, en passant, che con la rappresentazidaeddHa (1) B ri-
sulta essere solo una component®da chiusura inP? del luogo otte-

nuto proiettando sul piang,(y) quello costituito dalle soluzioni del si-
stema

oF
F(xye)=2 (xye)=0

(contorno apparente). Chiarameribéha gradod(d — 1), ma contiene
come componente doppia anche l'immagine piana deltea doppia
nodaleN giacente suS 0 P, la superficie immagine @in P* attraver-
so cuif si fattorizza, che e descritta dal’'omogeneizzigllequazione
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(1): dunqued = B + 2f(N). Naturalmentef(N) non ha interesse ai fini
del nostro discorso, dato che noi cerchiamo lemantagini viaf dei
punti di P? suSe non sulla sua proiezion® O P,

Inoltre, per la genericita di cui sopra, accadeinh@ascuno dei pun-
ti non singolari diB due soltanto delle radici della (1") vengano a coin
cidere tra loro, le altrd —2 rimanendo distinte, ma nei punti singolari
di B si hanno ulteriori coincidenze: in particolare,un nodo (punto
doppio ordinario localmente descritto xka= 0, cioé con tangenti prin-
cipali distinte) sono quattro le radici che a ceppéngono a collassare
in due, mentre rimangono distinte le restanti4; in una cuspide (pun-
to doppio localmente descritto ga— X = 0, in cui si ha un’unica tan-
gente principale) sono tre le radici che vengoramléassare insieme,
mentre rimangono distinte le altde— 3. In punti singolari peggiori si
pud owviamente intuire che le radici collassin@utirmente. Tuttavia,
in ipotesi di genericita (ad es. della proieziohe ba prodotto il piano
multiplo) si pud supporre che la curva di diramagi® abbia come
singolarita soltanto nodi e cuspidi.

E qui si evidenzia subito una netta distinzione dbrtaso 1-
dimensionale, in cui, come si & visto ogni insiéiméo di cardinalita
pari puo essere luogo di diramazione. Infatti, tdte le curve algebri-
che piane di grado pari aventi come singolaritéastd nodi e cuspidi
possono essere luogo di diramazione per un piartpilou Ad esem-
pio, partendo dalla superficie cubica lis@al P° per proiezione da
un punto che soddisfa le richieste di genericitinfdate si ottiene un
piano triplo la cui curva di diramazionB, risulta essere una sestica a-
vente sei cuspidi come sole singolarita, e peridiquesti sei punti
giacciono su una conica. Ebbene, la condizionettesistica perché
una sestica piana dotata di sei cuspidi sia curdiramazione per un
piano multiplo & esattamente che le sei cuspidicig@o su una conica.
| problemi che si pongono allora nel naturale itdeti generalizzare
alle superfici quanto visto per la dimensione uoiocs
a) caratterizzare le curve di diramazione dei praaltipli, cioe deter-

minare le condizioni che una curva algebrica p@dotata di soli no-

di e cuspidi deve soddisfare per essere la curdiratinazione di un

piano multiplo;

b) decidere se un piano multiplo sia univocameeterchinato (a meno

di isomorfismi, o di trasformazioni birazionali) l@apropria curva

di diramazione.
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Il problema a) ha ricevuto importanti contributi Baniamino Segre
(1930) [S] e da Oscar Zariski (1929) [Za], che passato il problema
sul calcolo del gruppo fondamentalg¢P?\ B), ma su di esso hanno la-
vorato molto anche Chisini e la sua Scuola studiamdgran numero di
situazioni. La questione b), invece, e affrontaaaGhisini in una nota
del 1944 [C1] ed é il tema ricorrente di una seliéavori successivi
suoi e dei suoi allievi, Manara (con particolaferimento ai piani tri-
pli), Modesto Dedo, Ermanno Marchionna e Cesaribéetti. Alla ba-
se di entrambe le questioni stanno le cosidaettelizioni di invarianza
di Enriques (1923) [En], di cui diamo ora un cenno.

Consideriamo irP? il fascio di rette{¢,,}, ;p1 per il puntopo = (xo,Yo)

(ad es., se come punto si sceglie il punto alhiindi dell’assey, si puo
supporre che la rettd, abbia equaziong& = u); guardando alla curva

C, = (/) (una sezione iperpiana della superfigjee al rivestimento
fu:= f‘cu :C, - /. che & diramato lungd, n B ci riduciamo alla

situazione gia incontrata in dimensione 1 (in attire questo ci dice
nuovamente chB deve essere una curva di grado pari, e la formula d
Riemann-Hurwitz lega il suo gradoa d e al genere sezionatgdella
superficieS LI P°; ma, come gia osservato, essere di grado parérian
sola condizione perché una curva possa essereagnaliione per un
piano multiplo). Sid" 'insieme degliu LP" tali che ¢, n Bnon & co-
stituito dab punti distinti. Se il punto bag® = (Xo,Yo) del nostro fascio
di rette e scelto genericamente, le rette criticégetto aB, cioé le /|,
conu LIT" sono soltanto quelle tangenti e quelle passaniimpadi o per
le cuspidi diB. Le condizioni di invarianza di Enriqgues possonoriesp
mersi cosi. Considerato il rivestimerigo C, _, /¢, conu LP'\T rami-

ficato nei puntipy, ..., Py, in cui ¢ tagliaB, sias la trasposizione asso-
ciata al puntq (cioés = py (y; )0 Sq dovey, & il cappio in/, \ {py,
..., Po} con punto basp, che contorna il singolo punf®). Sianop; e p,
I punti che perur u. Ol vengono a coincidere in un solo pummta!

B. Allora le trasposiziong e s sono cosi correlate:
l) s =5, sep & un punto di tangenzaBa
I) disgiunte (ess scambia 1 e 2 € scambia 3 e 4), gee nodo dB;
[ll) concatenate (es scambia 1 e 2 & scambia 2 e 4), g@é cuspi-
de diB.
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Enrigues ha dimostrato che queste condizioni s@tessarie e suf-
ficienti perchéB sia la curva di diramazione di un piano multiplarP
troppo perd questo non € espresso in termini domomorfismo di

monodromiap;:1y (P> \ B) — @, come invece awviene nel caso 1-

dimensionale. Spetta a Zariski il merito di aveuatato l'interesse sul
problema di determinare il gruppo fondamenta(@? \ C) per una cur-
va algebricaC LI P? [Za]. E il problema & molto difficile e sottile 0B-

siamo immaginare che le classi dei capiancorché in/ ;) considera-

ti pit sopra nel cas@ = B svolgano il ruolo di generatori per(P?\ C),

e questo e vero, ma e difficile stabilire qualinside relazioni. Ad e-
sempio, per la sestica con sei cusgiijicurva di diramazione del piano
triplo ottenuto proiettando sul piano la superficigica non singolare
di P° da un punto generico, si hgP?\ C)C Z/2 » Z/3, un gruppo non
abeliano, ma esistono delle sestiche con sei duggide quali il grup-
po fondamentale corrispondente €&, invece, abelihteoro di Zariski

e stato ripreso poi negli anni '70 e '80 da MoiglreZ-ulton, Deligne e
altri ancora e oggi si sa che 6e¢ una curva irriducibile di gradm,
con soli nodi, alloray(P?\ C) C Z/m.

Sempre con riferimento alla questione a), vorree dpualche cenno
sul lavoro di Chisini e Manara pubblicato ne@hnali di Matematica
del 1946 in cui si caratterizzano le curve di diaarmane di certi piani
tripli [CM1]. La peculiarita dei piani tripli € chia loro curva di dira-
mazione non possiede nodi ma soltanto cuspidadigripli considerati
da Chisini e Manara sono di una classe particoldaeloro chiamata
“semplice”: il piano triplo si ottiene proiettandol un piano la superfi-

cie S(proiezione inP? dellaS originale) da un punto singolare isolato
di molteplicitad —3, supposto esistente, dave il grado diS .In que-
sto caso occorre avvertire ché soltanto una mappa razionaledse

4. Per questi piani tripli, la (1") va rimpiazzatan I'equazione seguente:

(1") F(xy2)=ag-3(xY)2> +aq-o(x¥)2* + ag-a( x.y)z+ ag (x.y) =0,

dove glia; sono polinomi di grado uguale all’indice. In quesitaiazio-
ne, proprio I'espressione esplicita che I'equazideéia curva di dira-
mazioneB assume suggerisce la costruzione di alcune curvariemti
proiettive (aggiunte di vari gradi) delBstessa, per mezzo delle quali
I'equazione diB pu0 riesprimersi in una forma pit semplice che evi-
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denzia subito delle relaziorth € 4d — 6 ec = 3(d - I)(d — 2)) tra il gra-
doddi S, il gradob di B e il numeroc delle sue cuspidi. La caratteriz-
zazione diB come curva di diramazione e fornita attraversoqugsti
legami tra i caratteri numerici, 2) delle relaziahiequivalenza lineare
che coinvolgono il gruppo delle cuspidi e i gruppcui due delle curve
covarianti risultano tangentiBifuori dalle cuspidi e 3) opportune pro-
prieta delle serie lineari corrispondenti. In urmiansuccessivabidem
1947) [CM2] questa caratterizzazione viene anchesasal caso di pia-
ni tripli per i quali i polinomi inx,y che appaiono nella (1") abbiano
gradi in progressione aritmetica con ragione maggid 1. Sullo stesso
problema di caratterizzare le curve di diramazideepiani tripli attra-
verso il gruppo di punti costituito dalle cuspilanara ritorna poi an-
cora nel 1948 con una nota ®dllettino del’'Unione Matematica Ita-
liana [M2]. In essa si fornisce una caratterizzazionepikeni tripli “ge-
nerali’, riducendoli birazionalmente ad avere diaaione lungo una
curvaB di equaziong® + g° = 0, dovep e ¢ sono polinomi irx, y, ge-
nerici, di gradi 2n e 3n rispettivamente. Tali curvB hanno come sin-
golarita esattamenta® cuspidi, definite dal sisten@g= q=0 e in cia-
scuna di esse, la tangente cuspidalB ditangente alla curva di equa-
zioneq = 0. Da notare che pen= 1 si ritrova esattamente la situazione
della sestica con sei cuspidi descritta poco pjiiaso

3. La congettura di Chisini

Per quanto riguarda il problema b) possiamo forneula congettura
di Chisini in termini moderni come segue. Siana superficie algebri-
ca proiettiva non singolare e $iaS — P? un morfismo finito di grado
d = 3. Diciamo chéd : S — P?& un piano multiplgeneralese:

1) la sua curva di diramaziofee irriducibile ed ha per punti singo-
lari soltanto nodi e cuspidi,

2) *B = 2R + C, doveR (divisore di ramificaziondi f, o curva di
contattonella terminologia classica) € una curva irriddeitd non sin-
golare eC euna curva ridotta,

3) f| r:R - B édigrado 1 (in altre paroR éla normalizzazioneli
B).
Diciamo inoltre che un piano multiplo generalaé&finito da una

proiezione generic8DPG) se il morfismd & definito dalla proiezione
da un sottospazio lineare generico dello spazieftivo in cuiSé im-
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mersa isomorficamente. In tal caso, chiaramentgraidlod del piano
multiplo € esattamente il grado$li

Va osservato che la nozione di piano multiplo geleecontempla
anche la situazione (piu estesa di quella dei piauitipli DPG) in cui

f_l(é), con /¢ retta diP? non & una sezione iperpiana per alcuna im-
mersione proiettiva db. Nella terminologia corrente fibrato lineare
f*0r2 (1) & cioéampio e globalmente generatba non necessariamente
molto ampig come invece accade per i piani multipli DPG. Vaatmt
peraltro che nella nozione di piano multiplo gefeesa inquadra anche

il caso in cui nella visione classica il piano nplt & definito da una
mappa razionale, pur di rimpiazze®econ un suo opportuno scoppia-
mento.

La congettura di Chisinsuona allora cosi. Sig :S — P? un piano
multiplo generale di gradd=>5 e siaB la sua curva di diramazione. Per
ogni altro piano multiplo generalé’ :S - P? (di grado arbitrario) con
la stessa curva di diramazioBeesiste un isomorfismg : S— S'tale
chef =f'oy.

L’ipotesi che siad>5 é strettamente necessaria, come illustra
'esempio portato dallo stesso Chisini di due piamiltipli cond < 4
aventi la stessa curva di diramazione, ma non ibmati [C1]: si tratta
della proiezione genericd :S — P? su un piano della superficie di Ve-
roneseS LI P°, che & un piano 4-uplo avente come curva diramazio
una sestic® con nove cuspidi e nessun nodo. Dato che la curaéed
B’ di B & una cubica liscia, utilizzando una costruzioneegale, illu-
strata pill sotto, si ottiene anche un piano triglaS - P? diramato
lungo B e, per costruziones' risulta essere una superficie geometrica-
mente rigata di basB’, e quindi non razionale. Dung&ed S' non
possono essere birazionali.

La costruzione generale & la seguente [Ca, §3B Sial? una curva
algebrica dotata di soli nodi e cuspidi, la cuile® L P? & una cur-
va liscia, di gradan. In P? x P? si consideri un generico elemerifo
del sistema linearet}?. »?(1,1)|.T € una varieta liscia tridimensionale

che eredita dalle proiezioni 8 x P? sui fattori due strutture di fibrato
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p:T- P2 q:T- P? entrambi con fibr&*. PostoS’' = Tn q*(B") si
ha cheS'é un fibrato inP* suB' (superficie geometricamente rigata di
baseB"). Interpretandd come la varieta di incidenzdd,¢)0P? x P |

all/} abbiamo che
s'={(a¢)|ao¢,roBY,

mentrep™(a) = {(a,¢)|¢ Da} = { (a,¢)|¢ O Ly }, doveL, & la retta dP*
che parametrizza le rette del fascio adfissatoa LI P? ne viene che

f'"a)=p™*(a)n s = {(a,z)(z Da,¢ O BV} = {(a,z)(z Ol n BV} :

U

Ciod mostra chef’ :S' — P? & un morfismo finito avente gradg-B"

= degB’ =m, e nel caso specifico in esame & appumto 3. Inoltre,B
ne e la curva di diramazione. Infatti, esseBdmon singolare, len an-
timmagini dia via f' risultano non tutte distinte se e solo se la et
tangente &', il che per bidualita equivale a dire chél B. La descri-
zione del piano multiplof' :S - P?& data da Chisini interpretando la

funzione algebrica corrispondertg,y) come la funzione a piu valori
che rappresenta il complesso dei coefficienti agolelle tangenti 8
condotte dal punta = (X, ¥).

Chisini (1944) [C1] dimostra I'esistenza di una ipajpbirazionale tra
S ed S' sotto un’ipotesi tecnica alquanto pesante: chepsssibile far
degenerare il piano multiplo in modo che la suaaui diramazion®
degeneri ad una curva doppia spezzata tale clsei¢reomponenti irri-
ducibili non passino per uno stesso punto e a wi@scomponente sia
associata una trasposizione. A questo proposit@lazione all'esempio
precedente Chisini osserva che variando con catétiigpiano quadru-
plo ottenuto per proiezione della superficie di &ese, la sestica di di-
ramazione viene a degenerare in tre rette contederolte non passanti
per uno spesso punto, alle quali risultano asstéatrasposizioni che
scambiano rispettivamente (1,2), (1,3) e (1,4)ulRasguindi soddisfatta
anche l'ipotesi tecnica di cui sopra. Chisini dahiero della reale ne-
cessita di questa ipotesi [C1, p. 16], e in un law&iccessivo in cui e-
stende il risultato agli spazi multipli pone il ptema [C2, p. 6] (che ha
originato la cosiddetta congettura di Chisini) divare una dimostra-
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zione diversa, proprio al fine di evitare la faistih ipotesi tecnica sulla
degenerazione della curva di diramazione. In uria mocalce alla pa-
gina é detto, peraltro, che un autorevole maegtiwtal della validita

del supposto teorema generale.

Anche Manara ha studiato il problema dell’equivatetirazionale
per i piani multipli con la stessa curva di diramae, proprio con
I'obiettivo di evitare il metodo di degeneraziontiizzato da Chisini e
le limitazioni che questo comportava. Avvalendasiig suo studio an-
tecedente sulla rappresentazione analitica di unaidne algebrica di
due variabili nell'intorno dei punti singolari orgiri della sua curva di
diramazione (1945) [M1], nel caso particolare inBia una curva ra-
zionale e priva di flessi, ha dimostrato che stssis risultato di identi-
ta birazionale e in tal caso la superfi€idsulta essere una rigata [M3]
(1949). In [M4], ha studiato il problema per i pigripli, riconducendo-
lo all’lesame del rivestimento indotto flaulla retta generica df e poi
ancora, in [M5] (1951), ha sperimentato I'utilizdbquesto diverso ap-
proccio sui piani multipli.

A proposito del lavoro di Chisini del 1944 [C1] gotrebbero fare
anche altre considerazioni, soprattutto su un datmdocale che, al-
meno per quanto e possibile immaginare, sta aia balla congettura,
e che sulla base di quello che sappiamo oggi éoeffale enunciato af-
ferma che dati due piani multiplf :S - P?e f':S - P? di gradi ar-
bitrari, aventi la stessa curva di diramazidhérriducibile e con soli
nodi e cuspidi) esiste un isomorfismo tra intoubdlariU, U' delle ri-
spettive curve di contatte in Se R in S al di sopra di un intorno d8
in P2 In effetti, in presenza di un tale isomorfismampiezza della
curva di contatto, combinata con risultati di asiatomplessa sviluppa-
ti negli anni '60, permetterebbe di mostrare I'esiza di un isomor-
fismo tra le superfickedS'. Ma questo varrebbe allora anche ger,

il che invece é in contrasto con I'esempio predergal sopra.

A dispetto di cid, possiamo comunque dire oggi leheongettura di
Chisini & “essenzialmente” vera. Il risultato, aelbrmulazione data, €
stato stabilito ped>12 ed é dovuto a Kulikov [Kul] (1999), essen-
Zialmente, e a Nemirovski (2000) [N], per un brila miglioramento
tecnico. Per di piu, recentemente Kulikov [Ku2] @8) ha stabilito che
lisomorfismo y di cui alla congettura esiste per due piani multipl
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DPG, purché nessuno dei due sia definito da un&ziome della su-
perficie di Veronese. In altre parole, restringesidai piani multipli
DPG, la congettura non solo é vera, ma, per dilf@gempio prodotto
da Chisini costituisce I'unica eccezione all'egigi dell'isomorfismo
w. C’eé di che restare ammirati di fronte a un ceande intuito geome-
trico.

E c’é una domanda naturale che potremmo porci. iGialimenti
matematici, che Chisini e la sua Scuola non avevaaono permesso
di arrivare a provare la congettura? Alcuni asgettnici del lavoro di
Kulikov connessi all’analisi topologica del fenonsettella diramazione
in prossimita delle cuspidi ricordano molto da mii’analisi di Chisi-
ni. Possiamo notare perd che certamente ha giavatcomplesso di
cose: innanzitutto nuove tecniche, come la conslireuacquisita oggi

nel lavorare su varieta astratte (ad es. il prodittatoS xr2 S' dei due
piani multipli f :S— P?e f' :S - P? che gioca un ruolo cruciale
nellanalisi di Kulikov), i progressi nella conosza delle azioni di
gruppo, l'utilizzo di vari risultati della teoriaetle superfici che si sono

andati consolidando nel tempo ed infine direi arlah@aggior chiarez-
za terminologica acquisita nella geometria algebc@ntemporanea.

4. Alcuni aspetti della geometria dei sistemi lineari

Sia f :S - P?un piano multiplo con curva di diramazioBelotata
solo di nodi e cuspidi come singolarita, come maffostazione classi-
ca; pensiamo quindi al morfisniocome definito dalla proiezione &
LI P° da un pianoA in posizione generica, su di un piano. La curva
dualeB' di B parametrizza le retté di P?che sono tangentiB e quin-
di gli iperpiani diP® contenentiA che sono tangenti &8l Poiché le se-
zioni iperpiane singolari di una superficie lisdiauno spazio proiettivo
sono tutte e sole quelle tagliate dagli iperpiangenti, si conclude che
le curve f_l(é) corrispondenti alle rett¢ tangenti aB sono esatta-
mente gli elementi singolari della rete (sistenm@dire 2-dimensionale)
f'|ov2 (1). Per esempio, se ci riferiamo alla superfitii®’eroneseSL

P® considerata poco pill sopra, tenuto conto BHe@arametrizza le co-
niche del piano proiettivo, si ha che il luogal P> dello spazio proiet-
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tivo duale che parametrizza gli iperpiani tang¢lativarieta duale) e il
simmetrodide cubico, cioe I'ipersuperficie defindtalla condizione det

A =0, doveA éla matrice simmetrica 3 x 3 della conica corrispand

al punto variabile®®. Tale variet¥ & singolare lungo una superfidie

e percio il generico piano @, non incontrand@, tagliaA lungo una
cubica piana non singolare. Se il piano con cuiga®w € quello che
corrisponde alla ret€ |02 (I)| la curva che otteniamo & esattamente la

cubica piana non singolaig .

Questo ci porta a parlare di sistemi lineari diveusu una superficie,
0 piu in generale, di ipersuperfici su una varigigebrica. Vorrei de-
scrivere un aspetto della geometria dei sistereglinche si pone come
un ponte tra lo studio delle ipersuperfici di digzione di un solido
multiplo, effettuato attraverso l'ipersuperficieade (per il teorema di
bidualita, la curva di diramazior2del piano multiplo f :S - P? & la
curva duale dB" , che @ il luogo discriminante della rdtgc?2 (1))), e

lo studio della dualita per varieta algebriche g@ttdie non singolari. In
generale, dato un sistema linedrsu una varieta algebrica proiettiva
non singolareX, se ne puo considerareliiogo discriminanteD(X, £),

che e costituito dalle ipersuperfici del sistermeedire dotate singolarita,
cioé

@(va) = {YU£ |Y5:ing5'é U }

SiaX = S,la superficie dell’esempio discusso piu sopra. @ae’ si
prende il sistema lineare completo tagliatoSalagli iperpiani diP° si
ha(X, £) = A, la varieta duale d& se invece si prendeé=f |7r2 (1)},
si ottiene?D(X, £) =B, la curva duale dB. Piu in generale, quandbé
il sistema lineare delle sezioni iperpiane di uasietaX LI PY, allora
(X, £) & esattamente la varieta duxtel] PV, Lo studio delle varieta
duali delle varieta proiettive non singolari ha tavun intenso sviluppo
negli ultimi 30 anni (Kleiman [K], Zak [Z], Ein [El [E2], Tevelev
[T]), intrecciandosi con molti temi di studio nelggometria algebrica:
aggiunzione, varieta difettive, spazi omogenei.

Vorrei menzionare in particolare il problema detlassificazione
delle varieta con difetto duale, che & un problemeora aperto. Sid
LI PV una varietd algebrica proiettiva non singolaredinensione
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dim(X) = n. L’oggetto dualeX’ L P\, che parametrizza gli iperpiani di

PN tangenti adX, & una varieta algebrica proiettiva irriducibile dello
spazio proiettivo duale, in generale una ipersigierfcioé dimK') =N

— 1 Le varieta che fanno eccezione sono dedtiéeta con duale dege-

nere,o varieta con difetto positivd'intero

def(X) :==N-1 —dim K")

essendo chiamatiifetto (duale. Ecco alcuni risultati noti.

(1) Sen =2, cioeX é una superficie, allora deff = 0 (Marchionna
[Ma], 1955);

(2) se defK) > 0, alloran —def(X) e pari e > 2 (teorema di parita di
Landman, 1976, [K]);

(3) se defKX) = n — 2 alloraX & uno scroll (cioé una varieta fibrata in
spazi lineariP" ™) su una curva algebrica non singolare (Lanteri-
Struppa [LS1], Ein [E1], [E2], 1985; par = 3 gia Griffiths-
Harris [GH2], 1979);

(4) pern <10 si ha una classificazione completa delle vadetadi-
fetto positivo (risultati di Ein [El], [E2], LanteStruppa [LSZ2],
1987, Beltrametti-Fania-Sommese [BFS], 1992, Muffigt],
[M2], [M3], 1999; cf. [T, pp. 145-147]).

Per quanto detto piu sopra, lo studio dei sistémeiaki dal punto di
vista dei loro luoghi discriminanti si puo riguardaome una estensio-
ne della teoria della dualita delle varieta prarettNaturale quindi rivi-
sitare i problemi della dualita nel contesto pitgmle dello studio dei
luoghi discriminanti. L’ipotesi naturale per ambigre questo studio e
guella di considerarsistemi lineari ampi e privi di luogo bage equi-
valentemente fibrati lineari ampi e globalmente egati). Fissando
I'attenzione su tali sistemi lineari, ho avuto madidniziare queste ri-
cerche con A.J. Sommese e M. Palleschi [LPS] n@61®9di portarle
avanti poi in anni piu recenti con R. Mufioz [LM{IM2], [LM3]. Per
concludere questa presentazione vorrei dare almangenno, se non
dei risultati, almeno dei problemi che si incontraxercando di estende-
re quanto menzionato prima a proposito delle \audeali.

Sia X una varieta proiettiva non singolare e Sian sistema lineare

ampio e privo di punti base 3 Cio equivale a richiedere che la map-
pa razionale, : — P naturalmente associata AN = dim(£)) sia un

48



Carlo Felice Manara, la congettura di Chisini ega@ometria dei sistemi lineari

morfismo (cioé definita dappertutto) e finita suimagineg(X). Si ha
L= ¢,|0N (1) e quindi una identificazione naturale tfee P". Per le

ipotesi fatte, il teorema di Bertini assicura chgenerico elemento del
sistema linearg & non singolare, e quindi il luogo discriminaméX,

/[) & descritto da un sottoinsieme algebrico proprid¥i (identificato
con /). A differenza del caso classico pero, in genefa(&, £) non é
irriducibile (per un esempio illuminante cf. [LMExample 3.2]).

In generale, la situazione € la seguente. Ideatdit con PV, consi-
deriamo la varieta di incidenza

Y = {(x, YUX x L |XUYsingt

e le sue proieziorp, : ¥ -~ Xe p,: ¥~ PY. Chiaramentep(X, £) &
'immagine di ¥ attravers@,. Come gia ricordato, dimz{ (X, £)) <N,
per cui possiamo scrivere

dim (D (X, £)) =N-1 -k,
dove l'interok >0 viene dettaifetto (discriminante)def(X, £), di (X, £).

Sep(X) = P", cioéN = dim(£) = dimX = n, allorag, : X - P" & un
solido multiplo. Supponiamo allora chg(X) # P": allora la varieta du-
ale @.(X))" € una sottovarieta irriducibile db (X, £). Se il morfismoyp,
non ramifica (non cala di rango in alcun puntgallora @, (X)) = D
(X, £). Ma in generale non é cosi. Consideriamo i lualitX, detti di
salto, in cui il rango del differenziale del morfis ¢, cala progressi-
vamente

g = {XUX | rk(dp ) <n—i} (1<i<n)

e poniamoX; = % \ 9 . ; (dove per convenziong =Xe %,.;=0). Si
ottiene cosi una stratificazione

X=XoOX;OX,O---0 X
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Notiamo che, per ogmj D (X, £) contiene

D= ppopr(X),
la chiusura di Zariski i del luogo degli elementi df che hanno
singolarita nei punti dX;. Chiaramente®, = (p(X))" & irriducibile (e
addirittura vuoto quande, (X) = P", cioé quando abbiamo a che fare

con un solido multiplo, ma in tal caso possiamaar®icheD ; ne € e-
sattamente la ipersuperficie di diramazione). Qg3e10 invece che,

puo essere costituita da diverse componenti irifidluperi = 1. Que-
sto produce una decomposizione del luogo discrintendella forma

n
DX L) = O D,
i=0

e possiamo definire un difetto per ciascuno degdtisponendo
def (X, £) =N-1—-dimD,.

Su quale di tutti questi difetti va dunque indiagz lo studio per ri-
trovare un’analogia con la teoria classica? | t&gubttenuti sembrano
suggerire che I'attenzione vada rivolta a def(). A questo proposito

mi limito a menzionare quanto segue.

Innanzitutto si ha deX, £) <n, valendo il segno = se e soltanto se
(X, £) = (P", |[oo"()]) [LPS, Theorem 2.8]. Al di fuori di questo cas
(1) sen =2, cioeX e una superficie, allora def( £) = 0;
(2) def(X, £) #n — 1 e defX, £) = n — 2 se e soltanto s&(£) & uno
scroll su una curva non singolare (ckéi fibra in spazi lineari
P""* su tale curva con gli elementi diche tagliano degli iper-

piani sulla fibra generica);
(3) def(X, £) #n —3 e per def, £) =n — 4 si ha una descrizione qua-

si completa diX, £).

Questi risultati sembrano indicare che anche mabito piu generale
delle coppie X, £) considerate qui possa valere un risultato di patita

la Landman, cioe che d&f(£) abbia la stessa parita di Ma per |l
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momento, questa e soltanto una congettura. Unaadaamngettura che
ad essa si ricollega [LPS] (1996) é che seXdef( = k > 0, alloraX &

ricoperta da spazi lineaF sui quali le ipersuperfici di tagliano degli

iperpiani. Infatti, se questa seconda congettusadalimostrata, allora
un risultato di Aluffi [A] (1995) implicherebbe Malidita della prima.

RIASSUNTO

Dopo avere rievocato la figura di Carlo Felice Manta la fine degli
anni 60 e i primi anni 80 attraverso ricordi di emudistato, si presen-
ta qualche idea sui piani multipli e le loro cudiediramazione, tema
dominante delle ricerche coltivate dalla Scuol&Hisini a Milano, di
cui Manara é stato esponente di rilievo. Si dadjuim cenno di alcu-
ni sviluppi che questi studi hanno avuto recentdmersi cerca infine
di inquadrarli nell’'ambito della geometria dei sisti lineari.
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